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Zadania należy rozwiązać pisemnie i oddać na ćwiczeniach w czwartek 11 I 2024 (lub wysłać
mailem przed rozpoczęciem ćwiczeń).

Zadanie 1. Załóżmy, że zmienneX1, X2, . . . są niezależne, symetryczne oraz VarXi = 2. Określamy

M0 = 1 oraz Mn =
n∏
k=1

(
1 + Xk

k

)
dla n ­ 1. Wykazać, że Mn jest martyngałem względem filtracji

Fn = σ(X1, . . . , Xn). Rozstrzygnąć, czy Mn jest zbieżny w L2 oraz prawie na pewno.

Zadanie 2. Załóżmy, że Mn jest martyngałem takim, że M0 = 0 oraz EM2n < ∞ dla każdego
n ­ 1. Wykazać dla λ ­ 0 nierówność

P
(

max
1¬k¬n

Mk ­ λ
)
¬ EM2n

EM2n + λ2
.

Wskazówka: rozpatrzyć podmartyngał postaci (Mn + c)2 dla odpowiednio dobranego c.

Zadanie 3. Podać przykład martyngału Mn takiego, że Mn → −∞ prawie na pewno.
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