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Zadanie 1. Niech Xn będzie ciągiem niezależnych zmiennych losowych. Zbadać zbieżność
szeregu

∑
n
Xn, gdy:

(a) P (Xn = 2−n) = P (Xn = 0) = 12 ,

(b) P (Xn = 1) = 1− P (Xn = 0) = 1n .

Zadanie 2. Niech Xn będzie ciągiem niezależnych zmiennych losowych o tym samym roz-
kładzie. Wykazać, że jeśli P(Xn 6= 0) > 0, to szereg

∑
n
Xn jest rozbieżny p.n.

Zadanie 3. Niech εn będzie ciągiem niezależnych zmiennych Rademachera. Wykazać, że
szereg

∑
n
anεn jest zbieżny p.n. wtedy i tylko wtedy, gdy

∑
n
a2n <∞.

Zadanie 4. Niech Xn będzie ciągiem niezależnych zmiennych losowych, P(Xn = n) =
P(Xn = −n) = 1

n3
, P(Xn = 0) = 1 − 2

n3
. Wykazać, że szereg

∑
n
Xn jest zbieżny p.n.,

mimo że
∑
n
VarXn = +∞.

Zadanie 5. Niech εn będzie ciągiem niezależnych zmiennych Rademachera. Zbadać zbież-
ność szeregu

∑
n

εn
nα
w zależności od parametru α > 0.

Zadanie 6. Niech Xn będzie ciągiem niezależnych zmiennych losowych o tym samym roz-
kładzie. Załóżmy, że EX1 = 0 oraz EX41 <∞. Wykazać, że X1+...+Xnn

p.n.−−→ 0.

Zadanie 7. Niech Xn będzie ciągiem niezależnych zmiennych losowych, gdzie

P
(
Xn = n4

)
= P

(
Xn = −n4

)
=
1
n2
,

P (Xn = 0) = 1−
2
n2
.

Udowodnić, że ciąg
X1 + . . .+Xn

n

jest zbieżny do 0 prawie na pewno, ale
∑
n

VarXn
n2
= +∞.
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Zadanie 8. NiechXn będzie ciągiem niezależnych zmiennych losowych, gdzieXn ma rozkład
jednostajny na przedziale

(
1
n
, 1
)
. Udowodnić, że ciąg

X1 + . . .+Xn
n

jest zbieżny p.n. i wyznaczyć jego granicę.

Zadanie 9. Niech Xn będzie ciągiem niezależnych zmiennych losowych, gdzie

P (Xn = n+ 1) = P (Xn = −(n+ 1)) =
1

2(n+ 1) log(n+ 1)
,

P (Xn = 0) = 1−
1

(n+ 1) log(n+ 1)
.

Udowodnić, że ciąg
X1 + . . .+Xn

n

jest zbieżny do 0 według prawdopodobieństwa, ale nie prawie na pewno.

Zadanie 10. Niech Xn będzie ciągiem niezależnych zmiennych losowych o rozkładzie wy-
kładnicznym z parametrem λ. Udowodnić, że ciągi

(a)
X1X2 +X2X3 + . . .+XnXn+1

n

(b)
X1 + . . .+Xn
X21 + . . .+X2n

są zbieżne p.n. i wyznaczyć ich granice.

Zadanie 11. Oblicz granicę

lim
n→∞

1∫
0

. . .

1∫
0

x21 + . . .+ x
2
n

x1 + . . .+ xn
dx1 . . . dxn.

Zadanie 12. Niech Xn będzie ciągiem niezależnych zmiennych losowych o jednakowym

rozkładzie, przy czym EX−1 <∞, EX+1 =∞. Wykazać, że P
(
lim
n→∞

Sn
n
=∞

)
= 1.
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