Rachunek prawdopodobienstwa I
semestr letni 2018/2019

zadania na ¢wiczenia, tydzien 13

Michat Kotowski

Zadanie 1. Niech L° = L°(Q, F,P) oznacza przestrzen wszystkich zmiennych losowch na
(Q, F,P), przy czym utozsamiamy ze soba zmienne losowe réwne prawie na pewno. Rozpa-
trzmy funkcje d: L% x LY — R, zadang wzorem

d(X,Y)=E <m> .

Wykazaé, ze d jest metryka na L°, (L°, d) jest przestrzenia metryczng zupelng oraz X, — X
wtedy 1 tylko wtedy, gdy d(X,, X) — 0.

Zadanie 2. Niech (2, F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, na ktérej zbieznosé wedtug
prawdopodobienstwa nie jest rownowazna zbieznosci prawie na pewno. Udowodni¢, ze nie
istnieje na L°(Q, F,P) metryka d, ktéra spemiataby wtasnosé X,, 2% X < d(X,, X) — 0.

Zadanie 3. Rozpatrzmy ciag zmiennych losowych X,,, n > 1, gdzie X,, ma gestos¢

Wykazaé, ze X, L, 0. Poda¢ przyktad ciggu X,,, dla ktérego zachodzi tez zbiezno$¢ prawie
na pewno, oraz przyktad ciagu, dla ktérego takiej zbieznosci nie ma.

Zadanie 4. Zat6zmy, ze ciag niezaleznych zmiennych losowych X,,, n > 1, o tym samym
rozktadzie spelia P(|X,,| > ¢) > 0 dla kazdego ¢t > 0. Wykazaé, ze dla pewnych stalych

P . C o, .
1, Co, ... mamy ¢, X, — 0, ale nie ma zbieznosci prawie na pewno.

Zadanie 5. Zal6zmy, ze ciag zmiennych losowych X,,, n > 1, spelnia | X,,| < C dla pewnego
C > 0. Wykazaé, ze jesli X, LN X, to X, 2 X dla dowolnego p > 1.



