Rachunek prawdopodobienstwa I
semestr letni 2018/2019

zadania na ¢wiczenia, tydzien 12

Michat Kotowski

Zadanie 1. Rozpatrzmy ciag niezaleznych zmiennych Rademachera X,,, n > 1. Czy ciag
X, jest zbiezny prawie na pewno? Czy jest zbiezny wedlug prawdopodobienstwa?

Zadanie 2. Dla ustalonej catkowalnej zmiennej losowej X rozpatrujemy cigg zmiennych
losowych X,, zadanych wzorem

—n  jesli X(w) < —n,
Xp(w) =< X(w) jesli |X(w)| <n,
n jesli X (w) > n.
Czy ciag X,, zbiega do X prawie na pewno? Wedlug prawdopodobienistwa? W L'?

Zadanie 3. Zaltézmy, ze X,, n > 1, jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych oraz
X, & X. Wykazaé, ze P(X = ¢) =1 dla pewnej stalej c € R.

Zadanie 4. Rozpatrzmy ciag zmiennych losowych X,, okreslonych na © = [0,1] (z miara
Lebesgue’a i o-ciatem zbioréw borelowskich) wzorem X,, = nljg1/y,. Czy ciag X, jest zbiezny
prawie na pewno? Wedlug prawdopodobienstwa? W L!?

Zadanie 5. Zatézmy, ze X, L X oraz Y, By, Wykazaé, ze X,, +Y, Exav.
Zadanie 6. Udowodni¢, ze dla dowolnych zmiennych losowych X,,,Y,,, X, Y

(a) Jesli X, — X oraz X, > YV, to P(X =Y) = 1.

(b) Jesli X, = X oraz ¥, = X, to lim P(|X, — ;| > ¢) = 0 dla kazdego & > 0.

Zadanie 7. Wykazaé, ze na dyskretnej przestrzeni probabilistycznej zbieznos¢ prawie na
pewno jest réwnowazna zbieznosci wedhug prawdopodobienstwa.

Zadanie 8. Zal6zmy, ze zmienne X,,, n > 1, sa niezalezne i maja ten sam rozktad. Wykazac,
ze jesli P(|X;| < 1) =1, to ciag Y,, = X - ...+ X,, jest zbiezny do 0 prawie na pewno.



Zadanie 9. Niech X,, n > 1, bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych takim, ze
X,, ~ Poiss % . Czy ciag X, jest zbiezny prawie na pewno? Wedtug prawdopodobienstwa?
W LP dla jakiegokolwiek p > 07

Zadanie 10. Niech X,,, n > 1, bedzie ciagiem zmiennych losowych o rozktadzie normalnym,
gdzie X,, ma srednia % i wariancje # Wykazaé, ze X, 5.

Zadanie 11. Zaldézmy, ze zmienne X,, n > 1, sg niezalezne, maja ten sam rozktad oraz
E|X;| < co. Wykazaé, ze %m<ax\Xi| 5o.

Zadanie 12. Wykaza¢, ze jezeli dla pewnego ciagu (&,),>1 0 wyrazach dodatnich spetnia-
jacego €, \, 0 mamy

Y P(X,— X|>e,) <0
n=1

to X,, zbiega do X prawie na pewno. Poda¢ przyktad, ze implikacja przeciwna w ogodlnosci
nie zachodzi.



