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Sprébujmy rozwiazaé zadanie 3. z 1. serii zadan domowych.

Zadanie 1. Zalézmy, ze u jest funkcja harmoniczng w obszarze U C C. Wykazad, ze funkcja
f = uy — tuy jest holomorficzna w U. Udowodni¢, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, zeby istniata funkcja harmoniczna sprzezona do u, jest istnienie w U funkcji pierwotne;
do f (tzn. takiej funkcji holomorficznej F' : U — C, ze F' = f).

Zacznijmy od przypomnienia nastepujacego faktu — jedli F' : U — C jest funkcja holo-
morficzna i F' = u + iv (przy notacji jak zwykle — u = RF, v = SF), to F' = u, + iv,.
Istotnie, z definicji pochodnej zespolonej mamy dla z € U:

Fe) = Jim F(z + h}i ~F(z)

gdzie granica istnieje dla dowolnego ciggu liczb zespolonych h — 0. A skoro dla dowolnego,
to mozemy wzia¢ h € R takie, ze h — 0, i wtedy dla z = z+1iy, z,y € R, granica ma postac:
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w czym rozpoznajemy definicje pochodnych czastkowych wu, i v, (skorzystaliSmy tu z faktu,
ze jesli powyzsza granica istnieje, to istnieja tez osobno granice czesci rzeczywistej i urojonej).

Zwr6éémy uwage (bardzo prosze, zeby kazdy, kto nie czuje sie tu catkowicie pewnie, do-
ktadnie to sobie sprawdzit), ze jesli powtorzymy analogiczne rozumowanie, ale dla przyrostow
czysto urojonych, to dostaniemy wzér na F’ w terminach pochodnych czastkowych w, i vy,
co pozwoli nam odtworzy¢ rownania Cauchy’ego-Riemannal

Przypominam tez, ze o ile mozemy napisaé¢ F' = u,+iv,, to napis F’ = u'+iv’, gdzie v/, v’
oznaczaja pochodne w sensie zespolonym, jest niepoprawny, bo zadna z funkcji u, v z osobna
nie jest (poza trywialnym przypadkiem funkcji statej) rézniczkowalna w sensie zespolonym
(ale ich kombinacja liniowa nad C, czyli wtasnie F' = u + iv, juz jest rézniczkowalnal).

Wracamy teraz do naszego zadania. Zaldézmy najpierw, ze istnieje funkcja harmoniczna
v sprzezona do u. Wowcezas F' = u + v jest funkcja holomorficzna i z powyzszych rozwazan



F' = u, + iv,. Na mocy rownan Cauchy’ego-Riemanna v, = —u,, czyli F' = u, — iu,, a to
jest dokltadnie nasza funkcja f, czyli I’ = f, zatem F jest funkcjg pierwotna f.

W drugg strone, przypusémy, ze istnieje F' = u + v, ktéra jest pierwotna do f. Wowczas
F' = u, + v, i z réwnan Cauchy’ego-Riemanna mamy u, = v,, zatem F' = v, + iv,.
Poniewaz z zatozenia F' = f = u, — iu,, to musi by¢ u, = v,, u, = —v,. Stad widzimy, ze
u i v spelniaja rownania Cauchy’ego-Riemanna, zatem v jest szukang funkcja harmoniczna.

Na przyktadzie funkcji u(z,y) = logv/z? + y?, okreSlonej na C \ {0}, widzielidmy, ze
szukana funkcja harmoniczna sprzezona do u moze nie istnie¢ (a zatem moze nie istnie¢
funkcja pierwotna do f = w, — iu,). OdpowiedZz na pytanie , kiedy zatem wiadomo na
pewno, ze taka funkcja istnieje?” ma charakter topologiczny i by¢ moze pojawi sie za jakis
czas na wyktadzie.



