Analiza matematyczna II.1
semestr zimowy 2019/2020

zadania na ¢wiczenia, 4 1 8 X 2019

Michat Kotowski

Zadanie 1. Dla p € [1, 00) okreslamy funkeje [|-||, : R" — R wzorem

n 1/10
el = (z mrp) |
=1

dodatkowo przyjmujemy

.....

Udowodni¢, ze dla p € [1, o] funkcja [|-[|, jest norma na R™.
Zadanie 2. Wykaza¢, ze dla x € R" mamy plggo zll, = =/l
Zadanie 3. Wykaza¢, ze jesli p, ¢ € (0,00] oraz p < g, to dla z € R" zachodzi ||z|, < [[z]],.

Zadanie 4. Rozpatrzmy przestrzen unormowana (V,||-||). Oznaczmy przez B domknieta
kule jednostkowa w normie ||-||:

B={veV:|v| <1}
Wykazac¢, ze B spelia nastepujace wtasnosci:
(a) jesli v € B, to —v € B (symetria srodkowa wzgledem 0),
(b
(c

(d) dla kazdego v € V istnieje takie t > 0, ze tv € B (pochtanianie).

jesli v,w € B oraz t € [0,1], to tv + (1 — t)w € B (wypuklos?),

)
) dla kazdego v € V istnieje takie t > 0, ze tv ¢ B (ograniczonoscé),
)

Zadanie 5. Rozpatrzmy przestrzen liniowa V' i niech B C V bedzie zbiorem spelhiajacym
wlasnosci z poprzedniego zadania. Definiujemy dla v € V' funkcje (tzw. funkcjonal Minkow-
skiego):

1
[o]] := inf {t € (0,00): v e B}.

Wykazaé, ze ||-|| jest norma na V' i B jest kulg jednostkowa w tej normie.

1



Zadanie 6. Na przestrzeni liniowej V' zadana jest norma |[|-|| : V' — R pochodzaca od
iloczynu skalarnego (-,-) : V- x V — R. Wykaza¢, ze dla dowolnych v, w € V spelniona jest
tozsamoscé rownolegtoboku:

2 2 2 2
o+ wlf* + [[v = w|® =2 (Jol|* + [[w]|*)

Zadanie 7. Zalézmy, ze na przestrzeni liniowej V' nad R zadana jest norma [|-|| : V — R
spelniajaca tozsamosé rownolegtoboku oraz ze operacje dodawania wektorow i mnozenia
przez skalar sa ciagle w tej normie. Udowodnié, Zze norma ||-|| jest zadana przez iloczyn
skalarny dany wzorem:

1
(o) = 2 (o wl = o = w?).
Zadanie 8. Dla normy |[|-|| na R™ definiujemy norme dualng wzorem:

]l := sup{(z,y) : llyll < 1}.

Dla zbioru K C R" okre§lamy zbidr polarny K° := {y € R" : Vx € K (x,y) < 1}. Wykazad,
ze ||-||, rzeczywiscie jest norma na R™ i ze jesli B jest kula jednostkowa w normie |-||, to B°
jest kulg jednostkowa w normie |||, .



