1 Wyklad pierwszy

1.1 Tematyka
e Sprawy organizacyjne
e Podstawowe definicje i notacje (czesé, bo pewnie potem bedzie wiecej)
e Twierdzenie Halla
e Twierdzenie Koniga
o Wzér defektowy Ore
e Twierdzenie Tutte
e Wzor Tutte—Berge

e Rozklad Gallai-Edmondsa

1.2 Szkic wykladu
1.2.1 Organizacyjne

Witam wszystkich. Méwie o wymiennosci wyktadowcy i ¢wiczeniowca, o zasadach zaliczania:

e Zadania domowe — terminy serii na stronie przedmiotu, same serie tamze, termin od-
dawania — 16:00 danego dnia lub pierwsza rzecz po wejsciu na ¢wiczenia, preferujemy
maila. Potem nie przyjmujemy. Oceniane jak na OM

e Obecnosci — standardowe zasady na UW, mozna mie¢ dwie nieobecnosci. Nieobecnosé
definiujemy jako fizyczny brak bytnosci potaczony z zerem za serie zwiazana z odpowied-
nimi éwiczeniami (funkcja ¢wiczenia — seria na stronie)

e Egzamin wylacznie ustny, modyfikuje ocene z ¢éwiczen o liczbe z przedziatu [—1,1.5],
liczba 2.5 zaokragla sie do 2. Na egzaminie losuje sie cztery pytania ze znanej z gory
puli, po jednym z kazdego dziatu (pula tematéw pojawi si¢ najp6zniej tydzien po zakon-
czeniu dziatu), w tym na pytanie z wybranego dzialu oczekujemy bardzo wyczerpujacej
odpowiedzi.

e Watpliwosci wyjasniamy obydwaj (generalnie w sprawach zwiazanych z tym przedmiotem
najlepiej kontaktowaé sie z nami oboma jednoczesnie)

Podaje maile do nas obydwu, adres strony, terminy konsultacji, numery pokojéw. Literatura
jest na stronie. Jakie$ notatki moze czasem sie pojawia, a moze nie.

1.2.2 Definicje

Definicja 1.1. Graf G = (V, E) to zbior wierzchotkéw V i krawedzi E, gdzie elementami E
sq pary elementow z V. Jesli e = {u,v} € E, to powiemy, Ze e jest krawedzia taczaca u i v.
Krawed? e = {u,v} bedziemy czesto skrétowo oznaczaé uv.



Graf zwykle reprezentujemy graficznie jako zbiér punktow (wierzchotki) i taczacych je kre-
sek (krawedzi). Dla grafu G zbiér jego wierzchotkéw oznaczamy V(G). Przez moc grafu G
rozumiemy |V (G)|.

Tu rysuje rysunek grafu ({1,2,3,4,5,6},{12,23,34,45,56,61, 14,25}), na ktérym bede ilu-
strowal dalsze pojecia.

Dopehienie zbioru S (zazwyczaj w zbiorze wierzchotkéw) oznaczamy S. Zero jest liczba
naturalng, chyba, ze jest powiedziane inaczej.

Definicja 1.2. Niech G = (V, E) bedzie grafem. Wprowadzimy nastepujgce oznaczenia:

o Jesli S, T C V, to zbior krawedzi taczacych S 1T, ozn. E(S,T), to{st € E:se€ S,t € T}
(exzemplo E(135,123) = {12,23,25}); cieciem nazywamy dowolny zbidr krawedzi postaci
E(S,S);

o Jesli S C V, to grafem indukowanym przez S, ozn. G[S|, nazwiemy graf (S, E(S,S))
(exzemplo G[2,3,4, 6] zawiera krawedzie 12 i 23);

e Stopniem wierzchotka v € V', ozn. degv, nazywamy liczbe |E({v}, V)|, czyli liczbe krawe-
dzi wychodzgcqg z v (exemplo deg1 = 3);

e Graf G nazwiemy dwudzielnym, jesli istnieje taki rozktad V.=V, NV, ViNVy = 0, ze
E = E(V1,Vs) (exemplo graf po prawej jest dwudzielny, rozkiad to 135,246 );

e Graf G nazwiemy niespojnym, jesli istnieje zbior S C V, S # 0, S # V, dla ktorego
E(S,S) = 0. Graf, ktéry nie jest niespdjny, nazywamy spdjnym (graf po prawej jest
spdjny, ale np. G[1236] nie jest, bo E(123,6) = 0);

e Sktadowsa spéjnosci grafu G nazwiemy dowolny maksymalny ze wzgledu na zawieranie
spogny podgraf tego grafu. Sktadowe spéjnosci sq roztgczne @ pokrywajq graf, graf spojny
sam jest swojq jedyng skladowq spdjnosci. Przykladowo skladowe spdjnosci G[1236] to
G[123] i G[6].

e Dla danego wierzcholkav € V przez N(v) oznaczamy sasiedztwo otwarte v, czyli {u € V' :
wv € E}. Przez N[v| oznaczamy sasiedztwo domkniete, czyli N(v) U {v} (czyli N(1) =
2,4,6, N[1] =1,2,4,6);

e Dia S CV przezjego domkniete sqsiedztwo N[S| rozumiemy U,cg N[v]. Przez jego otwarte
sqsiedztwo N(S) rozumiemy N[S]\S. Przez jego wlasciwe sqsiedztwo rozumiemy N{S} =
Upev N (v). Przykltadowo N(236) = 145, N[236] = 123456, N{236} = 12456 ).

e Cigg wierzcholkow vy, vs, ... v, € V nazywamy Sciezka prosta (lub po prostu $ciezka),
jesli v; sq parami rézne © v;vi41 € E dla kazdego v =1,2,...,n —1;

o Sciezke prostq nazywamy cyklem prostym (lub po prostu cyklem), jesli viv,, € E; przykla-
dowo 12543 i 1254 sq Sciezkami, ale tylko to drugie jest cyklem.

Tematem najblizszych trzech wyktadéow beda skojarzenia.

Definicja 1.3. Zbior krawedzi M C E nazywamy skojarzeniem w grafie G = (V, E), jesli Zaden
wierzchotek v € V' nie jest koricem dwoch roznych krawedzi z M. Mowimy, Ze skojarzenie jest
maksymalne, jesli ma najwiekszq licznosé sposrod wszystkich skojarzen w danym grafie.

(przyktadowym skojarzeniem jest 12,45)
Wierzchotek v € V' nazywamy skojarzonym, jesli jest konicem pewnej krawedzi z M.



Definicja 1.4. Jesli G jest grafem, zas M — skojarzeniem w G, to Sciezke v1vs . .. v, nazywamy
sciezkq alternujgceq, jesli co druga krawed? ze sciezki nalezy do skojarzenia. Sciezke alternujgcq
nazywamy Sciezkq powiekszajgcq, jesli pierwszy 1 ostatni wierzcholek Sciezki sq nieskojarzone

-,

(w szczegdlnosci Sciezka powiekszajaca zawiera nieparzystq liczbe krawedzi).
Przyktadowsa $ciezka powigkszajaca dla grafu G jest 3456 lub 612543.

Fakt 1.5. Jesli w grafie dla danego skojarzenia istnieje sciezka powiekszajgca, to nie jest to
skojarzenie maksymalne.

Dowdéd. Jesli F to zbior krawedzi Sciezki powiekszajacej, to (M \ F)U(F\ M) jest skojarzeniem.
O

Dla pierwszej ze Sciezek otrzymujemy skojarzenie 12,34, 56, a dla drugiej 16, 25, 34.

1.2.3 Twierdzenie Halla

Definicja 1.6. Niech G = (V} U Vy, E) bedzie grafem dwudzielnym. Defektem zbioru S C V)
(ozn. def(S)) nazwiemy wielkosé |S| — |N(S)|. Defektem grafu nazywamy najwickszy defekt
podzbioru V.

Uwaga — defekt grafu zalezy od tego, ktéra strone nazwiemy Vi, a ktora Vs, oraz jak
zdefiniujemy podziat.

Twierdzenie 1.7 (Hall). Niech G = (Vi U Vi, E) bedzie grafem dwudzielnym. W G istnieje
skojarzenie o mocy |Vi| wtedy i tylko wtedy, gdy defG = 0.

Dowaod. Defekt nie jest ujemny. Jedli defekt jest za duzy, to oczywiscie nie wyrobi sie skoja-
rzenia. Jesli defekty sa mate, to rozwazmy dowolne maksymalne skojarzenie, zatézmy, ze jest
mocy mniejszej niz V;. Niech S — nieskojarzone wierzchotki z V;, niech T' — zbior wszyst-
kich wierzchotkéw na $ciezkach alternujacych o poczatkach w S. Zbiér T\ S nie zawiera zad-
nego wierzchotka nieskojarzonego (bo inaczej $ciezka alternujaca bytaby powiekszajaca). Teraz
def(T'N V1) > 0, sprzecznosc. O

Warunek defG = 0 nazywamy warunkiem Halla. Definiuje pokrycie wierzchotkowe.

Zbiorem niezaleznym nazywamy zbior A C V(G) taki, ze nie ma krawedzi o obu koncach
w A (czyli G[A] nie zawiera krawedzi). B jest pokryciem wierzchotkowym w G wtedy i tylko
wtedy gdy V(G) \ B jest zbiorem niezaleznym (czyli kazda krawedz ma jaki$ koniec w B).

Twierdzenie 1.8 (Konig). W grafie dwudzielnym licznosé najmniejszego pokrycia wierzchol-
kowego jest rowna licznosci najwiekszego skojarzenia.

Dowaéd. Oczywiscie pokrycie wierzchotkowe musi kry¢ skojarzenie, wiec nie moze by¢ mniejsze.
Definiuje zbior S i T jak wyzej. Analogicznie definiuje S’ jako nieskojarzone w V5 1 T” jako to,
gdzie dochodza Sciezki alternujace z S’. Niech U bedzie reszta. Przez dolny indeks oznaczam
przeciecie z Vi lub V5 odpowiednio. Zauwazmy, ze wszystkie krawedzie z T} wchodza do T5,
wszystkie za$ krawedzie z Ty wchodza do T (bo inaczej mogliby$my powiekszy¢ odpowiedni
zbior). Wszystkie wierzchotki w Ty, T} oraz U sa skojarzone, zatem |Ty| + |T7| 4 |U;| to moc
skojarzenia — a z drugiej strony ten zbiér stanowi pokrycie wierzchotkowe. O]

Twierdzenie 1.9 (Wzér Ore). Moc najwickszego skojarzenia w grafie dwudzielnym to |Vi| —

def(G).

Dowdd. Ze nie da sie wiecej, to trywialne, a ze tyle sie da, to dodaje wierzchotki uniwersalne
w Vs. O



1.2.4 Twierdzenie Tutte

W grafach niedwudzielnych pojecie defektu nie ma sensu. Wiec je redefiniujemy. Niech o(.S)
oznacza liczbe nieparzystej mocy sktadowych grafu G[S].

Definicja 1.10. Deficytem zbioru S w grafie G nazywamy o(V '\ S) — |S|. Deficyt grafu G to
maksimum deficytow po podzbiorach.

Twierdzenie 1.11 (Tutte-Berge). Niech G bedzie grafem, za$ M — maksymalnym skojarze-
niem w nim. Wtedy |V | —2|M| = dfG.

Analogiczno$¢ z tw. Halla. Ta liczba po lewej to liczba nieskojarzonych wierzchotkéw.
Méwimy, ze graf spelnia warunek Tutte, jesli jego deficyt jest réwny zero (deficyt zbioru
pustego jest nieujemny).

Fakt 1.12. [V] — 2|M| > dfG.

Dowod. Wezmy zbiér S wybijajacy deficyt. Wtedy we wnetrzu kazdej nieparzystej sktadowej
znajduje sie wierzchotek, ktory albo jest nieskojarzony, albo skojarzony z czyms$ z S. Ale z S jest
skojarzonych co najwyzej |S| wierzchotkéw, czyli pozostaje dfG' wierzchotkéw nieskojarzonych.

O

Fakt 1.13. Z grafu spdjnego mozna usungé wierzchotek tak, by pozostal spéjny (przez drzewo
rozpinajgce, ale moze lepiej na cwiczeniach?).

Lemat 1.14. Niech S,T C V. Wtedy dfS =, dfT.
Dowdd. Oba przystaja do |n|, licze wierzcholki. O

Lemat 1.15. Niech S C V bedzie najliczniejszym zbiorem sposrod tych o maksymalnym de-
ficycie. Wtedy G[V \ S| zawiera wylgcznie nieparzyste skladowe, a kazda z mich po usunieciu
dowolnego wierzchotka spetnia warunek Tutte.

Dowod. Wezmy parzysta sktadows, przerzucenie wierzchotka z niej do S nie zmniejsza defi-
cytu (bo dodaje jeden wierzcholek, a przynajmniej jedna nieparzysta skladowa, co przeczy
maksymalnosci ).

Teraz wezmy nieparzysta sktadowa C' i usunmy z niej wierzchotek v. Zatézmy, ze jakis
zbiér T C V(C) \ {v} nie spelia warunku Tutte. To znaczy, ze G[V (C) \ (T'U {v})]| zawiera
przynajmniej |T'| 4+ 1 nieparzystych sktadowych spojnosci. Zatem G[V \ (T'U S U {v})] zawiera
przynajmniej o(V\S)—1+|T|+1 = o(V\ S)+|T| sktadowych spdjnosci, czyli df (SUTU{v}) >
dfS —1, a to z parzystosci oznacza, ze df (SUT U{v}) > dfS, co przeczy maksymalnosci S. [

Jestesmy juz gotowi na dowodd wzoru Tutte-Berge
(ilustrowaé na grafie 4 — 4, krawedzie 00,01, 12,13, 22,23, 33, to nie spelnia Halla dla 123,
dorysowaé 11)

Dowdd. Jak deficyt duzy, to skojarzenia oczywiscie nie bedzie. W drugg strone dowodzimy przez
indukcje po |V(G)|. Dla |[V(G)| = 0 teza oczywista. Rozwazmy najwiekszy zbiér o najwiek-
szym deficycie S. Jego dopelnienie rozpada si¢ na nieparzyste sktadowe. Robie graf dwudzielny,
Sciggajac te sktadowe do pojedynczych wierzchotkéow i kasujac krawedzie wewnatrz S. Wezmy
T C S. Zauwazmy, ze |Ng(T)| > |T|, bo inaczej wywalajac T' z S w najgorszym razie skasu-
jemy te wszystkie sktadowe (tj. potaczymy w jedna lub wiecej parzystych), pozostate pozostana
sktadowymi nieparzystymi, czyli deficyt wzrosnie, wbhrew definicji S. To znaczy, ze H speknia
warunek Halla, czyli moge skojarzy¢ S ze sktadowymi nieparzystymi.



Kojarze zatem S ze skltadowymi. Z kazdej sktadowej usuwam wierzchotek skojarzony z
czym$ w S, reszte (na mocy zatozenia indukcyjnego i lematu) moge skojarzy¢. Z pozostatych
(nieskojarzonych) sktadowych (ktorych liczba jest réwna deficytowi grafu) usuwam dowolny
wierzcholek i (na mocy zatozenia i lematu) kojarze reszte. O

Definiuje skojarzenie doskonate.

Twierdzenie 1.16 (Tutte). Wnioskiem jest tw. Tutte, Ze skojarzenie doskonale istnieje wtedy
1 tylko wtedy, gdy deficyt jest zerowy.

Definicja 1.17. Graf G nazwiemy krytycznym (ang. factor—critical), jesli dla kazdego v €
V(G) graf G\ v ma doskonale skojarzenie.

Twierdzenie 1.18 (Rozklad Gallai-Edmonds). W grafie G niech D bedzie zbiorem tych wierz-
cholkéw v, dla ktorych istnieje nagliczniejsze skojarzenie nie kojarzgce v. Niech A = N(D),
C =V(G)\ A\ D. Oznaczmy przez G1,Ga, ..., Gy spdjne skladowe G[D). Wowczas dla dowol-
nego najliczniejszego skojarzenia M :

1. M zawiera doskonale skojarzenie w G[C].

2. Kazdy G; jest krytycany, i M zawiera skojarzenie rozmiaru 5(|V(G;)| —1) w G;.
3. 0#£S C A, to N(S) dotyka co nagmniej |S| + 1 spdjnych sktadowych D.

4. df(A) = df(G) =k — |A|.

Dowaéd. Bierzemy w grafie zbior S: najwigkszy mozliwy zbior o najwigkszym mozliwym deficy-
cie. Pokazemy, jak w nim lezg A, D i C.

Sp6jrzmy na M. Skojarzenie M nie kojarzy d = df(G) = df(S) wierzchotkéw. Czyli musi
kojarzy¢ wszystkie elementy z S z czyms$ spoza S, i w d spdjnych sktadowych G\ S nie ma
czego$ skojarzonego z S. Zgodnie z lematem, wszystkie spojne sktadowe G[V'\ S| sa nieparzyste
i krytyczne. Co wiecej, po $ciagnieciu sktadowych G[V'\ S| do punktéw (graf H(S)), graf ten
spelia warunek Halla (czyli defekt strony S jest zero).

Wezmy taki R C S, ktory jest maksymalny w sensie zawierania w H(S) taki, ze jego defekt
jest zerowy. Fakcik: jesli def(G) =01 S, T C V(G), def(S) = def(T') = 0, to def(SUT) = 0.
Dowod:

|SUT| < IN(SUT)| = |N(S)|4+|N(T)|—|N(SNT)| = |S|+|T|—|N(SNT)| < |S|+|T|—|SNT| = |SuT].

Zauwazamy, ze w kazdym najliczniejszym skojarzeniu wszyscy sasiedzi R w H(S) sa skojarzeni,
czyli R siedzi w C oraz calte sktadowe bedace jego sasiadami siedza w C.

Teraz chcemy pokazaé, ze S\ R = A, a reszta to D. Ale to proste: w reszcie, warunek
Halla ma luz (tj. z fakciku powyzej i maksymalnosci R, dla kazdy niepusty zbiér w S\ R ma
ujemny defekt w grafie H(S) \ (N[R]), czyli po wywaleniu R i jego sasiadéw), wiec moge kazaé
jakiej$ spéjnej sktadowej G[V \ S| nie sasiadujaca z R nie by¢ skojarzona z S, i wciaz bedzie
H(S) spelnial warunek Halla. Taka spdjna sktadowa jest krytyczna, wiec moge dowolnemu
jej wierzchotkowi zabroni¢ by¢ w skojarzeniu. Stad pozostate spdjne sktadowe siedza w D.
Elementy T nie moga by¢ w D, a T \ R sasiaduje z czym$ co wtasnie zaliczyliSmy do D,
koniec. O



1.3 Wprowadzone pojecia i ustalenia notacyjne i nazewnicze

e Graf (oznacza nieskierowany, bez petli i multikrawedzi), V' (G), G[S], stopien, konce kra-
wedzi, graf dwudzielny

e Zbiér N(S) nazywam sgsiedztwem S i jest on roztaczny z S

e Sasiedztwo domkniete N(S)

e Skojarzenie, skojarzenie doskonale, Sciezka prosta (czyli bez powtérzenn wierzchotkéw),
Sciezka alternujaca, powigkszajaca

e Mam problem z angielskimi defect i deficiency, ttumaczytbym najchetniej oba na defekt,
ale to chyba zle... Obecnie ttumacze (nieco na pale) na defekt i deficyt (grafu i zbioru
wierzchotkéw).

e Graf spojny, sktadowa spojnosci
e Moc grafu (ozn. |G]) to liczba wierzchotkdw.

e Warunek Halla, warunek Tutte, tw. Halla, wzér Ore, tw. Tutte, wzér Tutte—Berge, tw.
Koniga.

2 Wyklad drugi — Perfect Matching Polytope

2.1 Tematyka

Definicja wieloscianu doskonatych skojarzen, dowdd tego, jak jest zadany.

2.2 Szkic wyktadu
2.2.1 Wstep

Wstep — dla grafu (V, E) spojrzmy na przestrzeii liniowa RIZ!. Bedziemy wspotrzedng wektora
r w tej przestrzeni odpowiadajacg krawedzi e oznaczaé przez .. Podzbior F' zbioru krawedzi
bedziemy utozsamia¢ z wektorem, w ktorym x, = 1 jeSlie € F,ax, = 0 jesli e € F. Skojarzenia
utozsamiajg si¢ z wektorami spetniajacymi dwa warunki:

L4 veGE'xe € {Oa 1}7

hd vvEV Zeeé(v) Te S ]-7

gdzie przez 0(v) rozumiem zbiér krawedzi, ktorych koncem jest v.

Bedziemy rozwaza¢ uwypuklenie takiego zbioru. Jezeli dobrze uda nam si¢ taki opisaé i
zrozumie¢ to uwypuklenie, to uzyskamy pewng metode analizy skojarzen — przyktadowo be-
dziemy mogli dowodzi¢, ze to, co wyszto, musi mie¢ duzy wymiar, a zatem w grafie jest duzo
réznych skojarzen (albo chocby, ze jest niepuste, skad w grafie jest jakies doskonate skojarzenie).
Whpierw jednak jest nam potrzebne przypomnienie lub wprowadzenie pewnej liczby definicji i
faktow.



2.2.2 Wielokomorki

Definicja 2.1. Wielokomdrka wypukia (nie bede rozwazal innych, wiec od teraz po prostu nazy-
wam jg wielokomorkg) to zbior ograniczony skoriczong liczbg nieréwnosci (nieostrych) i réwnan
liniowych w R™. Chodzi o uogdlnienie wielokgta i wielo$cianu (domknietych) na wyzsze wymiary.

Istnieje jakas spora liczba faktow o wielokomoérkach, w ktore bardzo tatwo uwierzy¢, zapewne
czes¢ z nich wyniedliSmy z GALu, Algebry dla informatykow lub sami kiedys wymy$lilidmy.
Wobec tego sformutuje je jako fakt prawdziwy, i zaniedbam dowodzenie, jesli mialoby mnie to
spowolni¢. Bedzie mi tez potrzebna pewna liczba definicji.

Definicja 2.2. Kombinacjg wypuklq zbioru punktow xi,xs, ..., z, nazywam punkt > ! | t;x;,
gdzie t; sq liczbami rzeczywistymi, nieujemnymi 1 sumujq sie do jedynki. Uwypukleniem zbioru
punktow nazywam zbior wszystkich kombinacyi wypuktych tego zbioru punktow.

Stwierdzenie 2.3. Zachodzq nastepujgce fakty (ich nie trzeba umieé¢ dowodzié, postaram sie
znaleZé jakis odnosnik na dowody, gdyby ktos byl zainteresowany):

o Wielokomorka jest zbiorem wypuklym (bo jest przecieciem zbioréw wypuklych — hiper-
plaszczyzn @ polprzestrzeni).

o (twierdzenie Minkowskiego—Weyla) uwypuklenie skonczonej liczby punktéw zadaje sie
skoriczong liczbg réwnan i nieréwnosci liniowych (czyli jest wielokomorkg). To nie jest
banalne (konkretnie — niebanalny jest dowdd, Ze naturalny zbior nieréwnosci zadaje zbior
ograniczony), ale nie jest trudne do uwierzenia, a dowdd wydaje mi si¢ by¢ bardziej tech-
niczny, niz ciekawy.

o Wierzchotkiem wielokomorki w R™ nazwe taki punkt, ze dla kazdego zbioru nieréwnosci
oraz rownosci zadajgcych te wielokomorke, przynajmniej n z nich jest rownosciami w tym
punkcie.

e Kolejnym faktem (tez nietrudnym do uwierzenia) jest to, ze wielokomdrka jest uwypukle-
niem swoich wierzchotkow.

o A trzecim faktem z tej kategorii jest to, zZe wierzcholki to to samo, co punkty ekstremalne
(czyli takie punkty, ktore nie sq kombinacjg wypukle o niezerowych wspétczynnikach in-
nych punktow wielokomaorki).

2.2.3 Pelne skojarzenia w grafie dwudzielnym

Definicja 2.4. Mamy graf dwudzielny G = (V4 U Va, E). Pelnym skojarzeniem na tym grafie
nazywamy skojarzenie mocy |V1].

Fakt 2.5. W kazdym grafie zawierajgcym cho¢ jedng krawedz istnieje albo cykl, albo $ciezka o
poczgtku i koncu w lisciach.

Dowod byt na pierwszych ¢wiczeniach. Najprosciej chyba tak, ze biore najdtuzsza Sciezke
w grafie, i albo oba konce sg li$¢mi, albo ktorys z nich widzi jaki$ wierzchotek poza swoim
poprzednikiem na Sciezce, i wtedy dostaje cykl.

Stwierdzenie 2.6. Uwypuklenie pelnych skojarzen na grafie dwudzielnych (oznacze to vwypu-
klenie przez FMP(G)) jest réwne zbiorowi P tych x € RIF ktére spetniajg:

[ ] veeExe > 0
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Dowaod. P jest wielokomorka, jest zatem wypukty. Kazde petne skojarzenie spetnia réwnania
powyzej (pierwsze — bo z, € {0, 1}, drugie, bo doktadnie jedna krawedz wychodzaca z danego
wierzchotka z V) jest w skojarzeniu (czyli jej wspotczynnik jest jedynka), trzecie — bo co
najwyzej jedna krawedz skojarzenia wychodzi z kazdego wierzchotka z V), zatem uwypuklenie
pelnych skojarzen jest zawarte w P.

Teraz chcemy dowiesé, ze P jest zawarte w F-M P(G). Rozwazmy wierzchotki P. Jesli wszyst-
kie sa skojarzeniami doskonalymi, to P (jako uwypuklenie swoich wierzchotkow) jest zawarte
w FMP(G). Zauwazmy, ze 7z warunkéw wynika 0 < z. < 1 dla kazdego e € FE, zatem jesli
wierzchotek nie jest skojarzeniem, to ma jakies niecatkowite wspotrzedne. Jezeli jest skojarze-
niem, to musi by¢ mocy V; z warunku drugiego. Rozwazmy graf G' = (V, E'), gdzie do E’
bierzemy tylko te krawedzie, ktére odpowiadajg niecatkowitym wspotrzednym naszego wierz-
chotka x. Jezeli w G’ istnieje cykl, to jest on parzysty (bo graf dwudzielny). Niech y, = +1
naprzemiennie dla kolejnych elementéw tego cyklu, i y. = 0 jesli e nie nalezy do cyklu. Wtedy
= (x+ey+az—-ey)/2, wiec jesli z + cy,x — ey € P, to = nie jest punktem ekstremalnym,
czyli nie jest wierzchotkiem, sprzecznosé. Ale wspotrzedne z zmienily sie o ¢ w kazdej krawedzi,
czyli dla dostatecznie matego e nie przekroczyty zera (zatem pierwszy warunek spetniony), zas
sumy w wierzchotkach sie nie zmienilty (czyli drugi i trzeci tez). Jako € mozemy tu wziaé¢ np.
minimalng wartos¢ x. po krawedziach e z naszego cyklu.

Teraz rozwazmy przypadek, w ktorym mamy sciezke o koncach w lisciach. Liscie muszg by¢
w V5 (bo dla v € Vj skoro suma wspotrzednych krawedzi jest catkowita, to nie moze wchodzié
tylko jedna krawedz niecatkowita), i suma wag w lisciach musi by¢ ostro mniejsza od jednosci
(bo wchodzi tylko jedna krawedZ niecatkowita). Robimy zatem te sama operacje, tylko jeszcze
zmniejszamy € tak, zeby nie przekroczy¢ jedynki przy zwiekszaniu krawedzi wchodzacych do
lisci. O

Analogiczny fakt jest prawdziwy, jesli rozwazmy wielokomorke wszystkich skojarzen (wtedy
warunek drugi zmienia si¢ z réwnosci w nieréwnosé).

2.2.4 Wielokomoérka doskonalych skojarzen

Dla graféw niedwudzielnych nie ma tak dobrze, istnieja punkty, ktére z naszego obecnego
punktu widzenia wygladaja jak skojarzenia, ale nie sg kombinacjg wypukta skojarzen. Przykta-
dowo jesli wezmiemy trojkat i potozymy na kazdej krawedzi wspoltezynnik 1/2, to otrzymali$my
co$, co spetnia warunki stwierdzenia powyzej, a nie jest kombinacja wypukta skojarzen.

Powodem oczywiscie jest parzystos¢ — po prostu suma wszystkich krawedzi w naszym
przyktadzie to 3/2, podczas gdy suma krawedzi dowolnego skojarzenia to 1. Podobne przy-
ktady mozna jednak podaé w grafach parzystej mocy (np. dwa tréjkaty potaczone krawedzia).
Racjonalnym warunkiem zatem wydaje si¢ to, zeby suma krawedzi wewnetrznych dowolnego
nieparzystego podgrafu S byla nie wigksza niz (|S| —1)/2.

W wypadku skojarzen doskonalych (a takimi bedziemy sie teraz zajmowac) warunek po-
wyzej jest rownowazny stwierdzeniu, ze jesli rozbijemy V' na dwa zbiory nieparzyste (V' musi
by¢ parzyste, jesli ma istnie¢ jakiekolwiek doskonate skojarzenie), to miedzy nimi przebiega
przynajmniej jedna krawedz, czyli algebraicznie

Z Te 2 1,

e€E(S,S)

gdzie E(S,T) oznacza zbior krawedzi taczacych zbiory Si 7.



Twierdzenie 2.7 (Edmonds). Uwypuklenie skojarzen doskonalych w grafie G, jest réwne zbio-
rowi P tych wszystkich x, ktore spetniajq:

i veEExe > 0
L4 vUGV Zeeé(v) Le = 1
hd chV,\S\521 ZeeE(sj) Te 2> 1.

Uwaga do twierdzenia — jesli graf ma nieparzysta liczbe wierzchotkoéw, to biorac S = V
dostajemy sprzecznos¢ z warunkiem trzecim — zatem zaréwno zbior doskonatych skojarzen,
jak i zbior P sg puste, a zatem teza twierdzenia zachodzi.

Dowaod. Jak poprzednio, kazde doskonate skojarzenie nalezy do P, P jest wielokomérka, a
zatem wypukty, czyli uwypuklenie doskonatych skojarzen jest zawarte w P. Uwypuklenie zbioru
doskonatych skojarzen bedziemy oznaczaé przez PM P(G).

Dowodzimy przez indukcje po lacznej liczbie wierzchotkow i krawedzi G. Dla grafu bez
wierzchotkéw i krawedzi teza jest trywialna. Ustalmy jaki$ graf G, zaldézmy, ze dla mniejszych
teza zachodzi. Niech x bedzie wierzchotkiem P, ktory nie jest skojarzeniem.

Czes¢ pierwsza Udowdnimy, ze dla pewnego nieparzystego podgrafu S C G, |S| > 3,
|[V'\ S| > 3, zachodzi réwnos¢ w trzecim warunku.

Zauwazmy, ze jesli . = 0 dla pewnego e € F, to dla grafu G' = (V, E'\ {e}) zachodzi teza,
stad odpowiedni wektor 2/ w RIF\Mel jest kombinacja wypukla pewnych doskonatych skojarzen
w G'. Ale kazde doskonate skojarzenie w G’ odpowiada pewnemu doskonatemu skojarzeniu w G,
ktore nie zawiera krawedzi e, i x jest kombinacja wypukla odpowiadajacych skojarzen (z tymi
samymi wspétezynnikami), co przeczy zalozeniu o z. Stad z. > 0 dla kazdego e. Podobnie,
jesli x, = 1, gdzie e = ww, to wszystkie pozostate krawedzie wychodzace z u lub v musza
mie¢ przypisana wage zero, skad mozemy analogicznie usuna¢ u, v i wszystkie krawedzie z nich
wychodzace, roztozy¢ to, co zostato z x w powstatym grafie i przenie$é¢ ten rozktad na caty graf.
Wobec tego zaktadamy, ze wszystkie wagi na krawedziach sg niecatkowite.

Wiemy, ze mamy przynajmniej |E| rownosci, bo x jest wierzchotkiem. Drugi warunek daje
nam |V| réwnosci. Warunek pierwszy nie moze da¢ nam réwnosci, bo powyzej udowodnilismy, ze
x. > 0. Zatem wystarczy udowodnié |V| < |E|. W grafie nie moze by¢ wierzchotkéw izolowanych
(warunek drugi dla nich nie mégtby by¢ spelniony) oraz stopnia 1 (bo wtedy wychodzaca z niego
krawedZ musiataby mie¢ wspotezynnik 1). Zatem |V| > | E| i aby zachodzita réwnos¢, to G musi
by¢ sumg roztacznych cykli. Ten przypadek jest prosty i zrobimy go na ¢wiczeniach.

Czeéé druga Mamy zbiér S taki, ze miedzy S i S krawedzie maja taczny wspotczynnik
doktadnie 1. |S| > 31 |S| > 3 (bo zbiory mocy 1 sg objete drugim warunkiem). Rozwazmy teraz
grafy G’ i G”. W pierwszym $ciggamy S do jednego wierzchotka, w drugim S (czyli formalnie:
G = (SU{V'}, E), gdzie uwv € E' jesli uv € E(S,S) lub v = v i istnieje krawedz taczaca u z
jakim$ wierzchotkiem w € S, analogicznie dla G"). Rozwazamy w G’ i G” odpowiednio wektory
' 12" Dlau,v € S ktade 2!, = Ty, a 2/, = > 1e5 Tuw, analogicznie dla z”.

Chcemy udowodnié, ze ' € PMP(G') (i analogicznie dla G”). Na mocy zalozenia in-
dukeyjnego (nie dodalismy krawedzi, a usuneliémy przynajmniej dwa wierzchotki) G’ spetnia
twierdzenie Edmondsa, skad wystarczy sprawdzi¢ warunki algebraiczne. Pierwszy nadal jest
spetnione (bo wagi albo przenosze z x, albo sumuje dodatnie wagi z x), drugi jest spetniony
(dla v € S trywialnie, dla v' na mocy definicji zbioru S — laczna waga wszystkich krawedzi
taczacych Si S to 1), a trzeci jest spetnione z trzeciego dla x. Wobec tego 2’ jest kombinacja
wypukta pewnych skojarzen w G’. Analogicznie x” jest kombinacja skojarzen w G”. Chcemy
zadaé x jako kombinacje wypukla skojarzen wykorzystujac rozklady ' i x”.



Czesé trzecia Zauwazmy, ze dla dowolnego doskonatego skojarzenia M w G zawierajacego
tylko jedna krawedz ww miedzy S a S mozemy zdefiniowaé doskonate skojarzenia M’ w G’ i
M" w G" — do M’ bierzemy krawedzie wewnatrz S, a krawedz uw zastepujemy przez uv'.
Analogicznie do M” bierzemy krawedzie wewnatrz S oraz v"w. Ta sztuczka dziata tez w druga
strone — jesli mamy doskonate skojarzenie M’ w G’ zawierajace uv’ i doskonate skojarzenie
M" w G" zawierajace v"w, to mozemy z tego zrobi¢ doskonale skojarzenie M w G, biorac
(M'\ {w'}) U (M"\ {v"w}) U{uw}. Czyli, innymi stowy, dla ustalonej krawedzi uw € E(S, S)
istnieje naturalna bijekcja pomiedzy doskonatymi skojarzeniami M w G zawierajacymi uw, a
parami (M', M"), gdzie M’ to doskonate skojarzenie w G’ zawierajace uv’, zas M" to doskonate
skojarzenie w G” zawierajace v"w.

Teraz definiujemy kombinacje wypukta skojarzen, o ktérej bedziemy dowodzi¢, ze jest rowna
x, co zakonczy dowdd (uzyskana sprzecznos¢ z definicja = dowiedzie, ze kazdy wierzchotek P
jest skojarzeniem). Trzeba okresli¢, jaki wspolezynnik postawimy przy skojarzeniu doskonatym
M w G. Jedli M zawiera wiecej niz jedna krawed?z taczaca S z S, to stawiamy wspotczynnik
zero. Jedli jest doktadnie jedna krawedZ uw laczaca S z S, to jako wspdlczynnik przy M

(utozsamiamy skojarzenie z wektorem z nim zwiazanym) bierzemy cy; = “4°METe Codgie ayy

T /x;///w
i by to wspoétezynniki przy M’ i M” w rozktadach z’' i 2" odpowiednio.
Trzeba sprawdzi¢ trzy rzeczy — ze > ey = 1 (bo ewidentnie sg nieujemne, wiec to wy-

starczy, by to byta faktycznie kombinacja wypukla), ze (ZCMM ) = x. na krawedziach e
wewnatrz S (wewnatrz S bedzie analogicznie), i ze (ZCMM ) = x, na krawedziach miedzy S
a S, co da lacznie, ze Y ey M = x. )

Czesé czwarta Teraz rachunki. Wpierw zauwazmy, ze dla ustalonego w € S suma Y 5,0 LIVA

w g’
’UIIUJ

. , b bagrr M) 114, ..
jest réwna >, M/, M —= Qarr 2 My 1, bo S by M = x" z definicji by, Be-

1" 1
VW g 1

v w v w

dziemy z tego korzystac.

Teraz sprawdzamy sume na krawedzi uw € E(S,S). Mamy (X cvrM)uw = X psww CM-
Korzystamy z bijekcji z czedci trzeciej, dostajemy 3 yrsup Sonmsyry L2222 Czynnik 2y,
mozemy wytaczy¢ przed sume, reszta rozbija sie na dwie sumy takie, jaqlliv W ;kapicie powyzej,
a wiec skracajace sie do jedynki — stad catos¢ réwna jest x,,,, czyli tyle, ile powinno wyjsc.

Teraz sprawdzmy sume na krawedzi e € FE(S,S). Mamy (X, ecnM)e = SyrenMe =
>ww 2ovisuw M Me = 3 vrsue 2omrserw CuMe. Teraz zauwazmy, ze M, = M., czyli sume z
M" mozemy obliczy¢, i tak, jak w poprzednim rachunku skraca sie ona do jedynki. Zostaje

weS:uweE(S,S) Luw

ap M, .. Y .
Misu’ M__¢ Teraz zmieniamy kolejno$é sumowania: 3y apy M - :

2 uweE(S,3) Tuw - »
gdzie u to wierzchotek polaczony z v w M’. Ale teraz ten drugi utamek skraca sie do jedynki —
o', z definicji jest réwne sumie wszystkich x,,, po w : uw € E(S, S), zatem zostaje 3y any M,
a to, z definicji, jest rowne z/, (bo apy to dokladnie wspétezynnik przy M’ w przedstawieniu @’
jako kombinacji liniowej, czyli Y app M’ = ). Za$ dla e € E(S,S) mamy 2, = x., czyli to, co
chcielismy.

Na deser ostatni rachunek. 3>y cpr = 3 uwep(s,3) 22 Msuw €M+ T Wewngtrzna sume liczylismy
liczac sume dla krawedzi @y, 1 otrzymalismy @,,,. Zatem 3y cyr = Y ywen(s,s) Tuw- Ale to jest
rowne jedno$ci z definicji zbioru S. Czyli faktycznie mamy kombinacje wypukta. O]



3 Wyklad trzeci — twierdzenie Madera o S—Sciezkach
oraz wymiar Perfect Matching Polytope.

3.1 Wymiar PMP

Tutaj pozwalamy na wielokrotne krawedzie, ale nie na petelki.

Definicja 3.1. Krawed? w grafie nazywamy pokryta, jesli jest krawedzig jakiegos doskonatego
skojarzenia. Graf nazwiemy pokrytym przez skojarzenia (ang. matching covered), jesli kazda
krawedz jest pokryta.

Definicja 3.2. Cigcie w grafie nazwiemy ciasnym (ang. tight), jesli kazde doskonale skojarze-
nie uzywa doktadnie jednej krawedzi z tego grafu i mie jest to ciecie oddzielajgce pojedynczy
wierzchotek.

Uwaga 3.3. G — graf spojny pokryty przez skojarzenia.
1. G musi byé dwuspojny, w szczegdlnosci G nie moze mie¢ mostéw (poza Ks).
Jesli ciecie dzieli zbior wierzcholkéw na A i B, to G[A] i G[B] sq spdjne.

Grafy G/A i G/B tez majg doskonale skojarzenia i tez sq pokryte przez skojarzenia.

Doskonale skojarzenie w G to sklejenie dwdch skojarzen z GJA i G/B takich, co sie
uzywajq tej samej krawedzi na styku.

Definicja 3.4. Niech G bedzie grafem spojnym, pokrytym przez skojarzenia. Zatozmy, ze G nie
ma ciasnych cieé. Wowczas, jesli G jest dwudzielny, to nazywamy go klamra (ang. brace). Jesli
G nie jest dwudzielny, to nazywamy go cegla (ang. brick).

Twierdzenie 3.5 (Edmonds, Lovész, Pulleybank, 1982). Graf G jest ceglq wtedy i tylko wtedy
gdy jest 3-spdjny i dwukrytyczny (graf jest dwukrytyczny, jesli usuwajge dowolne dwa wierz-
cholki, wcigz mamy doskonale skojarzenie).

Twierdzenie 3.6. Graf spojny dwudzielny G jest klamrg wtedy i tylko wtedy gdy usuwajgc
dowolne cztery wierzchotki, po dwa z kazdej strony grafu dwudzielnego, wcigz mamy doskonale
skojarzenie.

Dowod. Wpierw wykazemy, jak z ciasnego podzialu otrzymac zte cztery wierzchotki. Biorac
konce dwéch roztacznych krawedzi z podziatu mamy Zle: bo jesliby si¢ udato zrobi¢ doskonate
skojarzenie, to mozemy go powiekszy¢ o te dwie krawedzie. A nie ma podzialéw wygladajacych
jak gwiazdki.

W drugg strone, wezmy zte cztery wierzchotki: uq i ug z U 1wy 1wy z W. Wpierw zauwazmy,
ze w grafie pokrytym przez skojarzenia nie moze by¢ zbioru ,na styk” w twierdzeniu Halla, poza
calym U: jesli byloby takie S, to krawedzie z N(S) do U \ S nie sg pokryte, a G' byt spéjny.
Czyli jedyna szansa na brak skojarzenia jest taka, ze mamy S o deficycie 1, bo w oryginalnym
G S znalo uy i ug. No dobra, ale teraz A := S U Ng(S) i B :=V(G) \ A to jest ciasny podziat:
krawedzie idg tylko z W N A do UN B, i W N A jest o jeden wieksze niz U N A. n

Uwaga 3.7. Mozemy w nastepujgcy roztozyc graf pokryty przez skojarzenia G': jesli ma on cia-
sne ciecie (A, B), tniemy go na G/A i G/ B: otrzymane grafy wcigz sq pokryte przez skojarzenia.
Takq procedure nazywamy rozktadem na klamry i cegly (ang. brick and brace decomposition).



Twierdzenie 3.8 (Lovasz, 1987). Niezaleznie od tego, jak zrobimy rozktad na klamry i cegly
grafu, zawsze dostaniemy ten sam zbior cegiel i klamr (z doktadnoscig do réznicy w krotnoSciach
krawedzi).

Twierdzenie 3.9 (Edmonds, Lovasz, Pulleybank, 1982). Niech w rozkladzie na cegly i klamry
grafu pokrytego przez skojarzenia G wystapi b(G) cegiel. Wéwczas wymiar perfect matching
polytope grafu G wynosi |E(G)| —|V(G)|+ 1 = b(G).

Whniosek 3.10. Cegla ma co nagmniej n/2 4+ 1 doskonalych skojarzen.

Dowdod. Cegla nie ma wierzchotkéw stopnia mniejszego niz 3, bo jest 3-spojna. Wobec tego
|E(G)| > %|V(G)| W jej rozktadzie na klamry i cegly wystepuje jedna cegla — ona sama.
Czyli wymiar PMP wynosi co najmniej %n —n+1—1=n/2 wiec musi by¢ co najmniej
n/2 + 1 doskonatych skojarzen rozpinajacym PMP. O]

Lemat 3.11. Niech G bedzie pokryty przez skojarzenia.
1
b(G) < S (IBG)] = V(G-

Dowdd. Indukcja ze wzgledu na wielkosé¢ G.

1. Dla klamry: b(G) = 0, a G nie ma mostéw, bo jest pokryty przez skojarzenia, wiec
|E(G)| > [V(G)].

2. Dlacegly: b(G) =1, a |E(G)| > 3|V (G)| oraz |V (G)| > 3 — bo musi by¢ cykl nieparzystej
dhugosci

3. Krok indukcyjny: ciecie ma co najmniej 2 krawedzie (nie ma mostéw), w wyniku ciecia
podwajaja sie krawedzie na cieciu (co najmniej dwie) oraz dochodza dwa nowe wierzchotki
w ogdblnej puli wszystkich grafow po cieciu, czyli bilans jest na plus.

m
Whniosek 3.12. W grafie kubicznym bez mostéw jest co najmniej n/4+ 2 doskonale skojarzen.

Dowdéd. Mamy n wierzchotkow, %n krawedzi, i, zgodnie z lematem 3.11, co najwyzej in cegiel.
Korzystajac z twierdzenia 3.9, mamy wiec wymiar PMP co najmniej n/4+ 1, czyli co najmniej
n/4 + 2 doskonalych skojarzen. ]

Liczba skojarzen w roznych klasach graféw — w tym, w kubicznych bez mostéw — byla
przedmiotem badan.

Hipoteza 3.13 (Lovész—Plummer, lata 70.). Istnieje stafa ¢ > 1, Ze jesli G jest grafem ku-
bicznym bez mostéw, to ma co najmniej ¢Vl doskonatych skojarzen.

Oto troche dotychczasowych wynikow w tej dziedzinie:

1. (pokazalismy wczesniej) n/4 + 2 (Edmonds, Lovész, Pulleybank, 1982),
2. n/2 (Kral’, Sereni, Stiebitz, 2008),

3. 3n/4 — 10 (Esperet, Kral’, Skoda, Skrekovski, 2009),

4. dla kazdego « istnieje 3, ze jest ich co najmniej an — § (Esperet, Kardos, Kral’, 2009),



5. ¢" jesli G jest dwudzielny (Voorhoeve, 1979),

6. 27/695978752 jedli (7 jest planarny (Chudnovsky, Seymour, 2008),
7. ¢2V% jedli G jest fullerenem, tj. planarny, 3-sp6jny ze Scianami bedacymi tylko szescio-
katami i pieciokatami (Kardos, Kr’al’, Miskuf, Sereni, 2008).

Zacytujmy jeszcze jedna, pokrewna hipoteze:

Hipoteza 3.14 (Berge—Fulkerson, 1979). Jesli G jest grafem kubicznym bez mostow, to istnieje
6 doskonatych skojarzen takich, ze kazda krawedZ zawiera si¢ w doktadnie dwoch.

Jeszcze jedno twierdzenie jako ciekawostka na koniec:

Twierdzenie 3.15 (Kotzig). Jesli graf ma dokladnie jedno doskonale skojarzenie, to ma most.

3.2 Twierdzenie Madera o S—Sciezkach

Definicja 3.16. Niech S bedzie rodzing parami rozlgeznych podzbioréw V(G). S—Sciezka to
sciezka lgczgea dwa rozne zbiory z S.

Definicja 3.17. Podzialem Madera nazywamy taki podzial V(G) na zbiory Uy, Uy, ..., Uy, Ze
kazda S—$ciezka przecina Uy lub zawiera krawedZ G|U;) dla pewnego 1 < i < k. Oznaczamy

MENEUAES ST

gdzie B; = U;N (US U NV \ Uy \ U;)). Ponadto u(G) to najmniejsze mozliwe u({U;}) po
wszystkich podziatach Madera.

Uwaga 3.18. Dodanie do jakiegos zbioru w S nowego wierzchotka, lub podzielenie zbioru z S
na dwie czesci nie zmniejsza w(G): mamy mniej podzialéw do rozwazenia, bo mamy wiecej
S—Sciezek; dodatkowo w drugim przypadku rosng B;.

Naszym celem jest udowodnienie twierdzenia Madera.
Twierdzenie 3.19 (Mader). Maksymalna liczba roztgcznych S—$ciezek wynosi u(G).

Nieréwnos$¢ w jedng strone jest oczywista: kazda S—$ciezka zjada co najmniej jeden wierz-
chotek Uy lub co najmniej dwa wierzchotki jakiego$ B;. Trzeba udowodni¢ w druga strone.
Whpierw udowodnijmy wersje Gallai: prostsza, ale udowodnimy troche wiecej.

Twierdzenie 3.20 (Gallai). Zalézmy, Ze kazdy zbior w S jest jednoelementowy; czyli de facto
mamy tgczyc rozne wierzchotki z .S == JS. Wowczas maksymalna liczba roztgcznych S—sciezek
wynosi u(G). Dodatkowo, istnieje zbior co najwyzej 2iu(G) wierzcholkow, ktore przecinajg kazdg
S-$ciezke.

Dowdd. Graf G robimy tak: podwajamy wszystkie wierzchotki V'\ S (kopia v to #). Wierzcho-
tek zna swoich sasiadow, kopie sasiadéow oraz swoja kopie. W tym grafie jest takie trywialne
skojarzenie My rozmiaru |V \ S|: kazdy wierzchotek kojarzymy z kopia.

Pokazemy wpierw, ze istnieje skojarzenie rozmiaru ¢ + |V \ S| wtw istnieje ¢ roztacznych
S—sciezek. Ze skojarzenia do $ciezek: robimy xora z skojarzeniem My, bedzie ¢ $ciezek powieksza-
jacych, i one wyznaczaja S—$ciezki. W druga strone: te S—Sciezki daja ¢ Sciezek powigkszajacych
do Mo.



Uzyjemy teraz wzoru Tutte-Berge. Wezmy jakies Uy, niech Uy, ..., U, to beda spéjne skta-
dowe G \ Uy. Chcemy pokazaé, ze

k

. 1 -~

Vol + 2 51Ul > p+ [V S]. (3.2.1)
=1

Po lewej mamy gorne ograniczenie na liczbe doskonatych skojarzen. 7Z wzoru Tutte—Berge
wiemy, ze jego minimum spotyka si¢ z licznoscig najliczniejszego skojarzenia. Jesli pokazemy
powyzsza nieréwnos$é, to w (G) istnieje skojarzenie rozmiaru p + |V \ S|, czyli p roztacznych
S—Sciezek.

Zauwazmy, ze mozemy zalozy¢, ze w Uy dla kazdego v € V'\ S albo nie bierzemy ani v ani 0,
albo bierzemy oba: jesli wzieliémy tylko jedno, to mozemy go usunaé z U, i zmniejszamy lewa
strone nieréwnosci 3.2.1. Tak wiec, v lezy w tym samym zbiorze U; co .

Definiujemy U; := (7 NVdlai=0,1,..., k. Zauwazmy, ze wowczas B; = U; N S, bo U; nie
sgsiaduje z U; dla 1 < 4,5 <k, i # j. Czyh

ol + L1 = 1061+ LS00 811+ 1V 81> et [V 5]

=1

Teraz, zatézmy, ze U; byly zbiorami o najwiekszym defekcie w G. Otrzymujemy réwnosci
w nieréwnosciach. W kazdym U; N S wybierzmy jeden wierzchotek v; (o ile istnieje) Oznaczmy

X = Uo N O(Ul N S\{UZ}>

i=1

Zbiér X przecina wszystkie S—$ciezki: w kazdym U; pozostaje co najwyzej jeden wierzchotek
z S. Dodatkowo

k
| X| = |Up] +>_max(0, |U;NS|—1) < |U0|+22L |U;NS|| < <|Uo|+z —|U;n S| ) = 2.

i=1 i=1
[l

Teraz mozemy udowodni¢ juz twierdzenie Madera, bazujac na juz udowodnionym twierdze-
niu Gallai.

Dowad. Przez sprzeczno$é. Bierzemy kontrprzyktad o najmniejszej liczbie wierzchotkow, a spo-
srod tych wybieramy takiego, ktory minimalizuje

|E(G)| - {{t,u}:teT eS,ueclUecST#U}|.

Czyli chcemy jak najmniej krawedzi, i jak najwiecej mozliwych par wierzchotkéow do potaczenia.
Mozemy zatozy¢, ze rozwazamy tylko te zbiory S—$ciezek, ktore nie zawieraja wierzchotkow
wewnetrznych z S := JS.

Z twierdzenia Gallai wynika, ze w S jest zbiér T taki, ze |T| > 2. Z minimalnosci, T jest
zbiorem niezaleznym w G, bo krawedzie w G[T'] nie pomagaja w S—Sciezkach.

Bierzemy jakiegos s € T'i dzielimy w S zbiér T na T'\ {s} i {s}, otrzymujac §’. Z minimal-
nosci wynika, ze G z 8’ spelnia twierdzenie Madera. Co wiecej, 1 mogto co najwyzej wzrosnac,
a moglismy dodaé co najwyzej jedna nowa $ciezke do maksymalnego zbioru sciezek (sciezke z s
do T'\ {s}): wiec przy &' istnieje P: pu roztacznych S—Sciezek, w tym jedna P,: prowadzaca z s
do T\ {s}.



Niech u bedzie wierzchotkiem wewnetrznym Fy: istnieje, bo 1" byt zbiorem niezaleznym.
Teraz zrébmy S”: wezmy S i dodajmy do T jeszcze wierzchotek u. Podobnie jak poprzednio,
przy 8" istnieje Q: u roztacznych wierzchotkowo $ciezek, w tym jedna o koncu w u. Wybierzmy
Q takie, by uzywalo jak najmniej krawedzi, ktére nie s w P. Przypominam o zalozeniu, ze
rozwazamy tylko zbiory Sciezek, ktore nie maja wierzchotkow wewnetrznych w odpowiednich
zbiorach, ktore taczymy.

W Q musi istnie¢ Sciezka Qg taczaca u z czyms spoza T'. Dodatkowo, skoro |P| = |Q| = u, to
w P istnieje $ciezka P, ktéra ma koniec v, ktéry jest niewykorzystany w Q. Sciezka P przecina
cos z Q: albo to jest Py, ktore przecina (Qy, albo mozna by ja bylo dotozy¢ do Q. Niech P
przecina Sciezke ) € Q w wierzchotku w i niech to bedzie najblizsze v przecigcie P z czyms
z Q (tj. od w do v wierzchotki juz nie sa wykorzystane w Q).

Po kolej wnioskujemy:

1.

2.

@ # P, bo v jest niewykorzystany w Q.

@ nie jest podsciezka P, po jesliby byta, to @ = Qo (bo P nie moze mie¢ w $rodku
wierzchotkéw z (JS'). Ale wtedy u jest wewnetrznym wierzchotkiem P, czyli P = Fy. Ale
w S” to Py zawiera wierzcholki tylko jednego zbioru.

U — zbiér w 8", zawierajacy v. Jeden z koncéw () nie jest w U, niech to bedzie y. Niech
z — drugi koniec. To odcinek ) od w do z lezy w P, wpp przekierowywujemy ¢) od w
do v, a nie do z i zmniejszamy liczbe krawedzi spoza P.

To odcinek @ od w do y nie zawiera sie w catosci w P.

To w takim razie z € U, bo inaczej symetryczny argument mowi, ze odcinek od w do y
jednak siedzi w P.

To z € U, i z lezy na P, czyli P taczy co$ v € U i zawiera z € U, czyli U = T U {u},
z=uiP=F,.

No to @) = @y, skoro zawiera z = u.

No to wywalamy z ) odcinek od w do z = w i idziemy po P do v i mamy komplet p
Sciezek w S.
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