1 Wyklad 6smy — wstep do teorii minoréw — pot wy-
kiadu

1.1 Wstepne definicje

(te definicje sa tu porzadnie napisane, ale mozna je zrobi¢ tylko na obrazkach, przynajmniej
minor, topologiczny minor)

Definicja 1.1. Porzgdek czesciowy (X, <) nazwiemy well quasi ordering (WQO), jesli dla
kazdego nieskoniczonego ciqgu x1, T2, . .. elementow X, istniejq indeksy © < j, ze x; < x;.

Definicja 1.2. Graf H jest minorem G, jesli istnieje rodzina (Up)nev ) niepustych podzbioréw
V(Q) taka, ze:

1. Uy sqg parami roztgczne;
2. G|Uy] jest spojny dla kazdego h € V(H);
3. jesli hi' € E(H) to E(Uy, Up) # 0.

Innymi stowy, H jest minorem H jesli mozna go otrzymac z G poprzez cigg operacji, z ktorych
kazda operacja jest

1. usunieciem krawedzi;
2. usunieciem wierzchotka i wszystkich incydentnych z nim krawedzi;
3. Sciggnieciem krawedzi uv, tj. utoZsamieniem u i v.

Definicja 1.3. Graf G’ jest podpodziatem G (ang. subdivision), jesli powstaje z G przez wsta-
wienie Sciezek zamiast niektorych krawedzi. Graf H jest topologicznym minorem G jesli G
zawiera podgraf bedgcy podpodziatem H .

Tu warto zauwazy¢, ze jesli H jest topologicznym minorem G, to jest réwniez jego minorem.

Definicja 1.4. Dla grafu G dekompozycjq drzewowq nazwiemy takie drzewo G 1 rodzine zbiorow
wierzchotkow (Vy)ier, Ze:

(T1) V(G) = User Vi;
(T2) dla kazdej krawedzi wv € E(G) istnieje t € T, zZe u,v € Vi;

(T3) dla kazdego v € V(G) zbior {t : v € V;} (nazwany przez nas na cwiczeniach amebg
wierzchotka v) jest spojny w T.

Szerokosciqg dekompozycji nazywamy maxer |Vi| — 1. Szeroko$é drzewiasta (treewidth) grafu to
nagmniejsza mozliwa szerokosé dekompozycyi.



1.2 WQO a drzewa

Na ¢wiczeniach pokazemy, ze nastepujace warunki sa réwnowazne dla quasi-porzadku (A, <):
1. w kazdym ciggu x1, x2, . .. jest para indeksow ¢ < j, ze x; < xj;
2. w (A, <) nie ma nieskonczonego tancucha i nieskonczonego ciagu scisle malejacego;
3. w kazdym ciggu x1, 2o, ... jest nieskonczony podciag niemalejacy.
Whpierw zrébmy malty lemat, by zrozumie¢, jak dziataja WQO.

Lemat 1.5. Jest (X, <) bedzie WQO. Rozszerzmy < na skoticzone podzbiory X: A < B jesli
istnieje wlozenie f: A — B takie, Ze a < f(a) dla kazdego a € A. Wéwczas zbior skornczonych
podzbiorow X wraz z < jest tez WQO.

Dowad. Przez sprzecznos¢. Konstruujemy minimalny ciag—kontrprzyktad w nastepujacy spo-
sOb: mamy juz Aq, As, ..., A, i dobieramy A, ,; tak, by miato jak najmniejszg moc, ale ten
prefiks wcigz da si¢ przedtuzy¢ do kontrprzyktadu.

Mamy ciag-kontrprzyktad (A,). Niech a,, € A, dowolne, B, = A, \ {a,}. Skoro (X, <) to
WQO, to istnieje podciag niemalejacy (a,,), oznaczmy go (an, )ken. Wezmy
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Z minimalnosci (A,,) ten ciag nie jest kontrprzyktadem. Skoro (A,) byto kontrprzyktadem, to
musimy miec¢ i < j, ze By, < By,. Ale mamy tez a,, < an,, czyli A,, < A,;, sprzecznos¢. [

Teraz w tym samym stylu udowodnimy twierdzenie Kruskala.

Twierdzenie 1.6 (Kruskal 1960). Klasa drzew z relacjq bycia topologicznym minorem jest
WQo.

Dowaod. Zawezszmy jeszcze relacje bycia topologicznym minorem: zatézmy, ze kazde drzewo T
jest ukorzenione w rp 1 T < T”, jesli mamy podpodzial T ktéry jest podgrafem 17 tak, ze
korzenie si¢ pokrywaja i zachowany jest porzadek od korzenia do liscia.

Robimy ciag—kontrprzyktad (7},),en jak poprzednio: T,1 jest najmniejszym drzewem ta-
kim, ze T1,T5, ..., T, 1 jest prefiksem jakiegos kontrprzyktadu. Niech A,, bedzie rodzing drzew
powstalych przez usunigcie z T, korzenia; T € A, jest ukorzenione w sasiedzie 77, . Niech
A = Upen A, przy czym nie utozsamiamy mu izomorficznych drzew.

Pokazmy, ze (A, <) jest WQO. Niech wigc (T*)ren bedzie ciggiem drzew z A i niech n(k)
bedzie indeksem drzewa T,, w ktérym wystepuje T%. Wezmy k takie, ze n(k) jest minimalne i
spéjrzmy na ciag

Ty, Toy ooy Togey—1, TF, TFH L

Z minimalno$ci (7},) on nie jest kontrprzyktadem, a jedyne miejsce na pare poréwnywalna jest
pod koniec, czyli mamy 7% < 77 dla i < j.

Z poprzedniego lematu wiec skonczone podzbiory A tez sa WQO, czyli w ciagu (A,)nen
mamy pare¢ ¢ < j, ze A; < Aj. No ale to si¢ da przedtuzy¢ na T; < T}, sprzecznosc. m

Powyzszy dowod da sie uogdlni¢ na grafy o ograniczonym treewidth. Podajemy je bez do-
wodu, da si¢ to wyrzezbic.

Twierdzenie 1.7 (Robertson-Seymour 1990). Dla kaZdego k, klasa graféw o treewidth nie
wiekszym niz k jest WQO z relacjg bycia minorem.



2 Wyklad dziewigty — charakteryzacja treewidth przez
ciernie i splatania

2.1 Ciernie

Naszym celem na najblizsze dwa wyktady jest pokazanie certyfikatéow, ze graf ma duzy tre-
ewidth. Zaczniemy od cierni (ang. bramble). Méwimy, ze A, B C V(G) sie dotykajg, jesli
ANB#(lub E(A, B) # 0.

Definicja 2.1. Rodzing B = (Ay)}_, niepustych podzbiorow V(G) nazwiemy cierniami, jesli
1. G[Ay] jest spojne dla kazdego k;
2. A 1 A; sig dotykajg dla kazdych k, 7.

FElement cierni bedziemy nazywaé galezig. Zbior X pokrywa ciernie B jesli X N Ay # 0 dla
kazdego k. Rzad cierni B to wielko$¢é naymniejszego zbioru pokrywajgcego B.

Zauwazmy, ze jesli X 1Y pokrywa B i Z rozdziela X od Y, to Z tez pokrywa B: X i Y
przecinaja Ag, a G[Ag] jest spdjne wiec Z tez przecina Ay.

Whpierw zauwazmy, ze ciernie o duzym rzedzie uniemozliwiaja tworzenie dekompozycji drze-
wowych o matej szerokosci.

Lemat 2.2. Niech B bedzie cierniami i niech (T, (Vi)ier) bedzie dekompozycjg drzewowq G.
Wowczas istnieje t € T, zZe V; pokrywa B.

Dowaéd. Zatézmy, ze nie. Spojrzmy na krawedz t1to w T'. Vi, NV, nie pokrywa B, czyli istnieje
B € B roztaczny z Vi, N'V,,. Zauwazmy, ze wszystkie takie B musza leze¢ po tej samej stronie
t1to, bo inaczej by sie nie dotykaty. Skierujmy ¢t w tamta strone. Mamy wiec t € T', do ktérego
wszystkie krawedzie sg skierowane do t. Latwo widac, ze V; pokrywa B. O

Czyli jesli mamy ciernie B o rzedzie k, to treewidth G wynosi co najmniej k — 1. Pokazemy
teraz, ze zachodzi implikacja w druga strone.

Twierdzenie 2.3 (Seymour—Thomas 1993). Jesli graf nie ma ciernii rzedu wigkszego niz k, to
ma treewidth mniejszy od k.

Dowdd. Bedziemy dla kolejnych cierni B konstruowaé dekompozycje drzewiasta (T, (V;)ier) 0
nastepujacej wtasnosci: kazdy zbior V;, jesli ma wiecej niz k elementéw, to nie pokrywa B.
Bedziemy robié to indukcyjnie w do6t, dla coraz mniej licznych cierni. Dla B = () daje to teze
twierdzenia, bo wszystko pokrywa ().

Wezmy wiec B i zatézmy, ze dla wigkszych ciernii mamy takie dekompozycje. Niech X
pokrywa B i bedzie najmniejsze mozliwe; | X| < k. Wezmy C' — spdjna sktadowa G[V \ X].
Chcemy skonstruowaé ,dobra” dekompozycje G[X U V(C)] taka, by X byt jednym z weztéw
dekompozycji. Dla kazdego C' utozsamimy X-y w tych dekompozycjach i bedzie dobrze.

Wezmy B’ =B U {V(C)}. Jesli to nie sa ciernie, to V(C') U N(C') nie pokrywa B i mozemy
wziaé trywialna dekompozycje X i V/(C) U N(C).

W takim razie B’ to ciernie, i w dodatku wigksze od B, bo V(C) ¢ B. Z zalozenia in-
dukcyjnego wezmy (7', (V;)) — dobra dekompozycje dla B’. Chcemy ja poprawi¢ do dobrej
dekompozycji dla B na V(C) U X.

Jak juz jest dobra, to fajnie. A jak nie, to jest wezel V, taki, ktory jest wiekszy niz k i
pokrywa B. On nie pokrywa B', czyli V, NV (C) = 0.



Ogodlnie, cheieliby$my wziaé dekompozycje drzewowa V;NV (H), gdzie H = G[V(C)UX]. To
jest dekompozycja drzewowa H, i co wiecej dobra, bo byta dobra dla B’, ale moze nie zawierac
X. Chcemy ja poprawi¢ tak, by zawierata X.

Puszczamy Mengera (przeptyw wierzchotkowy) z X do Vi. Oba pokrywaja B i X ma mini-
malng wielko$é, wiec bedziemy mieli ¢ = | X| $ciezek P;. Mozemy zatozyé, ze P; zaczyna sie w
x; € X 1 nie dotyka poza tym X. Bierzemy W, =V, N V(H) i dorzucamy do W; wszystkie te
x; takie, ze t lezy na $ciezce z s do {t' : x; € Viy} w drzewie T'. Innymi stowy, przeciagamy x; z
tego, gdzie lezy w T {t' : x; € Viy} az do V.

Po pierwsze zauwazmy, ze |V;| > |W;|: do V; dodalismy pare x;, ale dla kazdego dodanego
x; wypadto co$ ze $ciezki P;, bo ona musiata przecina¢ V; bo prowadzita od V; do x;. Latwo
widaé, ze jest to dekompozycja drzewiasta, bo przeszlismy do pografu (bylo na ¢wiczeniach),
a nastepnie spdjnie podorzucaliSmy x; do paru wierzchotkéw T'. Mamy tez W, = X. Pozostaje
pokazac, ze jest to dobra dekompozycja dla B.

Niech |W;| > k. Skoro | X| < k, to W, przecina V(C). |Vi| > |Wy|, i V; tez przecina V (C),
wiec V; nie przecina jakiegos B € B. Jesli W, go przecina, to dlatego, ze jakis z; € BN W,;. Ale
V, jest na drodze w T" pomiedzy V; a miejscem, gdzie wystepuje x;, oba te zbiory przecinaja B,
wiec i V; przecina, sprzecznosc. O

2.2 Splatania

Definicja 2.4. X C V(G) jest zewnetrznie k—spojny, jesli | X| > k i dla kazdych rozlgcznych
Y. Z C X, |Y| = |Z| < k istnieje |Y| rozlgcznych wierzcholkowo $ciezek taczacych'Y z Z, nie
uzywaggcych wierzchotkow i krawedzi G[X] (poza poczatkiem i koricem).

Na ¢wiczeniach pokazemy, ze jesli graf zawiera duzy zbiér zewnetrznie k—spojny, to ma duzy
treewidth. Teraz chcemy pokazaé¢ implikacje w druga strong, ale bedzie troche subtelniejsza.

Definicja 2.5. Pare (A, B) podgraféw G nazwiemy k—splataniem, jesli w A mozna wyrdézinic
podgraf T bedgcy drzewem taki, Ze

1. T nie ma wierzchotkow o stopniu wiekszym niz 3;

2. kazdy wierzcholek V(A) N V(B) nalezy do T' i ma stopien nie wickszy niz 2;
3. T ma wierzcholek stopnia nie wiekszego niz 1 w V(A) NV (B);

4. V(A)NV(B) jest zewnetrznie k—spdjny w podgrafie B.

Rzedem (A, B) nazwiemy |V (A) NV (B)|. Jesli pominiemy ostatni warunek, to co dostaniemy
nazywamy 0-splataniem.

Lemat 2.6. Niech h > k > 1. Jesli G nie zawiera k—splgtania o rzedzie h to ma treewidth co
najwyzej h +k — 1.

Dowdd. Bedziemy robi¢ coraz wiekszy zbior wierzchotkow U C V(G) i dla G[U] trzymaé de-
kompozycje drzewowa o szerokosci h + k — 1. Dodatkowo, bedziemy utrzymywacé nastepujacy
niezmiennik. Niech C' bedzie spéjng sktadowa G[V(G) \ U]. Oznaczmy C' = G[V(C) U N(C)).
Chcemy, by N(C') zawieralo sie w jednym wierzchotku dekompozycji G[U] oraz dodatkowo
(G\C, C’) tworzyto O—splgtanie rzedu co najwyzej h.

Wezmy z € V(@) taki, ze po usunieciu z w G nie rosnie liczba spdjnych sktadowych.
Zaczynamy od U = {z}, wida¢, ze jest OK.



Mamy wiec jakiegos U # V(G) i chcemy go powigkszy¢. Wezmy C' — jakas spdjna sktadowa
G[V(G)\ U]. Niech X = N(C) C U.

Przypadek 1: | X| < h. Sp6jrzmy na 0-splgtanie (G\C, C). Z warunkéw na splatanie mamy
drzewo T i v € X taki, ze jest liSciem T (lub T' = {v}). Niech u € C sasiad X. Dodajemy u do
U. Do dekompozycji dodajemy wierzchotek ze zbiorem X U {u}, jako 1i$¢, potaczony z tym, co
zawieralo X . Nie zmieniamy nic w splataniach dla C” roztacznych z C. Za to jesli mamy teraz
w nowym U sp6jng sktadowg C' C C, to bierzemy to samo T co byto, ale dodajemy krawedz
uv. Mamy nowe (O-splatanie i jego rzad jest o co najwyzej 1 wiekszy od poprzedniego.

Przypadek 2: |X| = h. Nie mozemy teraz tak tatwo doda¢ tego u. Ale (G \ C,C) nie
moze by¢ k—splataniem. Mamy na to swiadkéw: roztaczne Y, Z C X, |Y| = |Z] = ¢ < k takie,
ze nie mozna pusci¢ ¢ roztacznych wierzchotkowo Sciezek od Y do Z, omijajac wierzchotki i
krawedzie G[X]. Stosujemy Mengera: w szczegdlnodei, istnieje S C V(C') rozcinajacy w H =
GIV(C)UY U Z] — E(G[Y U Z]) wierzchotkiz Y od Z 1 |S| < (¢ < k.

Chce powiekszy¢ U o S, dodajac do dekompozycji zbiér X US podtaczony do zbioru zawiera-
jacego X . To bedzie dobra dekompozycja, pytanie tylko o splatania. Dla nowych C’ roztacznych
z C bedzie dobrze, jak poprzednio. A co jak C’ jest podgrafem C?

C’ jest pografem H i musi leze¢ po jednej ze stron S, bo S dzielito H na czesS¢ zawierajaca
Y i czesé zawierajaca Z. Zatdézmy, ze C' lezy w czesci z Z. To N(C') € SU X \ 'Y, czyli ma
wielko$¢ co najwyzej h. By uzupemié O-splatanie, wezmy drzewo T od splatania (G \ C, C’) i
pociagnijmy roztaczne Sciezki od Y do S i dodajmy je do T'. Rzeczy z Y miaty stopien < 2, to
teraz maja stopien w 7' nie wiekszy niz 3 i jest dobrze.

Czyli jesteSmy w stanie dojs¢ do U = V(G), koniec. O

3 Wyktad dziesigty — twierdzenie o kracie

Spoéjrzmy na klase H-minor—free dla ustalonego H i zastanowmy sie, jak duzy treewidth moga
mie¢ te grafy. Jesli H nie jest planarne, to do H—minor—free nalezg wszystkie grafy planarne, w
szczegolnosci wszystkie kraty, czyli treewidth jest nieograniczony. Z drugiej strony, jesli H jest
planarny, to w H—minor—free nie ma duzych krat. Celem dzisiejszego wykltadu jest pokazanie,
ze w zwiagzku z tym treewidth musi by¢ ograniczony. Udowodnimy dzis$, ze

Twierdzenie 3.1 (Robertson—Seymour 1986). Istnieje funkcja f(r) taka, ze dla kazdego r > 0
jesli graf ma treewidth co nagmniej f(r), to krata r X r jest jego minorem.

My pokazemy to dla ogélnych G i f bedacego bardzo szybko rosnaca funkcja: 2P . Warto
zaznaczy¢ — 7z czego bedziemy korzysta¢ na nastepnym wyktadzie — ze jesli ustalimy H i G
jest w klasie H—minor—free, to wystarczy f(r) = ¢(H)r — funkcja liniowa! W szczegdlnosci dla
graféow planarnych wystarczy ¢ = 4.

Teraz pora pokazac, skad bedziemy bra¢ duze kraty jako minory.

Lemat 3.2. Niech d,r > 2 i niech d bedzie duze (np. d > 2r*"*2). Zalézmy, ze w G mamy
rodzine H zlozong z r* — 1 rozlgcznych wierzchotkowo Sciezek oraz rodzing V = {Vy, Vo, ..., Vy}
ztozong z d roztgeznych wierzchotkowo Sciezek. Co wiecey, zatozmy zZe kazda Sciezka z H przecina
kazdg sciezke z V. Co wiecej, zaloimy, Ze na kazdej Sciezce H € 'H przeciecia ze Sciezkami V;
nastepuja po kolei: wpierw przecina Vi (byé moze pare razy), nastepnie Va, itd., na koticu V.
Wowczas krata r X r jest minorem G.

Dowaéd. Znajdziemy ten minor do$¢ brutalnie. Dla kazdego V; patrzymy, jak on taczy rézne
H € H. Robimy graf G;, gdzie H jest zbiorem wierzchotkéw i H taczy sie z H', jesli V; przecina



H i zaraz po tym przecina H'. Wybieramy w G; dowolne drzewo rozpinajace, i w tym drzewie,
z zadania z ostatnich ¢wiczen, wybieramy zbior r lisci lub Sciezke o r wierzchotkach.

7 Dirichleta, istnieje r? $ciezek V;, ktérym wybierzemy to samo: albo ten sam zbiér lisci,
albo te samg $ciezke. Bez straty ogolnosci powiedzmy, ze to jest Vi, Vo, ... V.2 i ta Sciezka lub
zbior lisci to Hy, Ho, ..., H,. Sciezki Hy, Hs, ..., H, to beda poziome paski mojej kraty.

Teraz biore Vi, V5, ..., V, i z nich robie pierwszy pionowy pas kraty. Przy pomocy V; tacze
H, z H,. Przy pomocy V;, tacze Hs z Hj. Itd. V. wogdle olewam. Nastepnie przy pomocy
Vi1, ..., Vo, robie drugi pionowy pas kraty. I gotowe. O

Pora przejs¢ do dowodu gtéwnego twierdzenia. Pokazemy troche inng wersje; oryginalna
2

wersja bedzie tg dla m = r=.
Twierdzenie 3.3. Niechr > 142 <m <12 Niech G ma treewidth co najmniej Q(r*+2).
Wowczas G zawiera krate r x r lub K, jako minor.

Dowdd. W dowodzie nie bede doktadnie liczyt stalych (sa w Diestlu, twierdzenie 12.4.4), raczej
bede argumentowal, ze jest czego$ (wciaz) bardzo duzo. Wezmy ¢ = 2r4r+2) | = 02@).
Treewidth jest duzy, wiec mamy k—splatanie (A, B) rzedu co najmniej (m + 1)(2k — 1). Niech
T bedzie drzewem w tym splataniu, a X = V(A) N V(B). Z zadania z ¢wiczen, mozemy w T
wycia¢ m roztacznych wierzchotkowo poddrzew takich, ze kazde z nich zawiera co najmniej k
wierzchotkéw z X.

Niech Ay, Ao, ..., A,, beda zbiorami wierzchotkoéw tych poddrzew. Z definicji k—splatania,
dla kazdego 1 < ¢ < j < m mamy co najmniej k roztacznych wierzchotkowo $ciezek miedzy A;
a A;. Oznaczmy je P;;

Intuicja na dalej: jesli z kazdego P;; wybierzemy po Sciezce tak, by te sciezki si¢ nie przeci-
naly, zwijajac Sciezki do krawedzi i A; do wierzchotkéw, otrzymamy K, jako minor. Jesli nam
sie nie uda to oznacza, ze dla jaki$ i7 i p¢ mamy bardzo duzo przecie¢ miedzy P;; a Py, 1z tych
Sciezek wybierzemy cos, co spetnia zatozenia poprzedniego lematu. Jednak ten wybor bedzie
musiat by¢ dosé¢ subtelny.

Ponumerujmy wszystkie pary ij, 1 < i < 7 < n liczbami od 0 do (

m
2

to bedzie o. Chcemy kolejno dla kazdego ¢ = 0,1,..., (an) ulepszaé P;; tak, by: (oznaczmy pg

takie, ze o(pq) = ¢, jesli £ < (’;), dodatkowo graf H;; to graf ztozony z wszyskich Sciezek z P;;):

) —1, niech ta numeracja

1. P;; to zbiér roztacznych wierzchotkowo $ciezek od A; do Aj;, ktére widzg A tylko na
koncach.

2. dla ij takich, ze o(ij) < ¢ (juz przetworzone), mamy doktadnie jedng Sciezke w P;; 1 ta
sciezka nie przecina Sciezek z innych P,

3. dla pg mamy w P, dokladnie k/c* $ciezek.
4. dla 4j nieprzetworzonych, tj. o(ij) > ¢ mamy w P;; doktadnie k/c**1 $ciezek.

5. dla ij nieprzetworzonych, tj. o(ij) > ¢, $ciezki ktére pozostaty w P;; spetniaja nastepujacy
warunek maksymalizacyjny: jesli e € E(H;;) \ E(H,,), to w grafie H,, U H;; \ e nie ma
k/c*+1 §ciezek od A; do A;; intuicyjnie, P;; chodzi wzdtuz ciezek Py, jak tylko moze.

Whpierw pokazmy, ze mozemy zawsze zrobi¢ pierwszy krok dla ¢ = 0. Niech o(pg) = 0
i bierzemy za P,, wszystkie £ Sciezek ktore mamy. Teraz trzeba przycig¢ pozostate P;; tak, by
spetnialy nasze postulaty, w szczegélnosci ostatni punkt. Popatrzmy na H;; U H,,: jest tam k
rozltacznych wierzchotkowo sciezek z A; do A;, a po wywaleniu E(H;;) \ E(H,,) juz nie bedzie



zadnej. Wywalmy z niego jak najwickszy zbiér krawedzi F' C E(H;;)\ E(H,,) tak, by pozostato
k/c $ciezek. Te pozostale k/c $ciezek tworza dobry nowy P;;: wywalimy cokolwiek wiecej i juz
nie bedzie.

Podobnie mozemy zrobi¢ krok do nastepnego ¢, jesli tylko mamy w P, taka Sciezke P, ktéra
omija co najmniej |P;;|/c Sciezek z P;; dla kazdego o(ij) > (. Bierzemy te P jako jedyna Sciezke
w P,q, a dalsze $ciezki przycinamy jak poprzednio: w kolejnym P;; zostawiamy k/2272 Sciezki,
a dalsze przycinamy definiujac tak samo F'.

Jesli doszliémy do konca z ¢, to mamy K, jako minor. W przeciwnym przypadku co$ nam
si¢ po drodze nie udato, czyli mamy ustalone ¢, o(pq) = ¢, i kazda $ciezka z P,, omija mniej niz
|Pi;| /¢ $ciezek z ktoregos nieprzetworzonego P;;. Mamy wiee duzo (k/c*/ (g‘)) takich $ciezek,
co omijajg mato w tym samym P;;, wigc ustalmy to pechowe 75 i ten zbior malo omijajgcych
Sciezek P.

Robimy graf dwudzielny: z jednej strony mamy Sciezki P, a z drugiej P;;. Laczymy je
krawedzig, jesli sg roztaczne; mamy mato krawedzi: |P|-|P;;|/¢c, czyli éredni stopien wierzchotka
po stornie P;; wynosi co najwyzej |P|/c. Zachtannie wybierajac r? wierzchotkéw o minimalnym
stopniu dostaniemy H — zbioér 72 $ciezek z Py;, 1 V = P\ N(H) mocy co najmniej |P|/2. Kazda
Sciezka z ‘H przecina kazda z V.

Wida¢, ze mamy juz zaczatki tego, co potrzeba do lematu o kracie ze $ciezek, ale te $ciezki
wciaz tworza niezta platanine. Uporzadkujmy je. WeZzmy sobie ustalone () € ‘H jako oske.

Jak kolejne V' € V przecinaja Q)7 Przychodza, idg przez kilka wierzchotkéw wspolnie, i od-
chodza. Pomiedzy nimi jest co najmniej jedna krawedZ przerwy. Bierzemy duze d = /c/m
tak, ze mamy |V| > d?|P;;| (przypominam, ze |P,,| = c|Pi;|) 1 dzielimy @ na d kawalkow
Q1,Qa, ..., Qu, kazda taka, ze w @1, Q2, ..., Q, odwiedza nas doktadnie nd|P;;| réznych Scie-
zek z V i niech e, bedzie krawedzia zaraz za @),,.

Zauwazmy, ze e, jest krawedzig z P;;, ale nie z P,,, bo jest incydentna ze Sciezka z V), ale
nig nie idzie. Czyli po wywaleniu e, nie bedzie |P;;| $ciezek od A; do A; w grafie H;; U H,,. No
to, z twierdzenia Mengera, jest bloker S, wielkosci |P;;| — 1. Co wiecej, z $ciezek z P;; krawedz
e, Tozwalita tylko @, czyli kazda Sciezka z P;;, a wigc i kazda z H, zawiera doktadnie jeden
wierzchotek S,,.

Mamy |U%_, S,| < d|Pi;, wiec kazdy Q,, spotyka éciezke V,, € V, co nie trafia [J S,,. Poka-
zemy, ze V,, sa dobre do lematu o kracie.

Zauwazmy, ze V,, przecina kazda sciezke z H\ {Q} przed S, bo inaczej datoby sie przejsé¢ od
A; do A;: wpierw po @), potem to V,,, a potem po tej éciezce. Analogicznie, V,, przecina kazda
taka $ciezke po S,_1. Czyli S, rozdzielaja V,,, czyli to pasuje do lematu o kracie ze $ciezek. [

4 Wyklad jedenasty — szkic dowodu twierdzenia Robertsona-
Seymoura i wybrane zastosowania

Pora teraz sformutowa¢ najwieksze twierdzenie tej teorii.

Twierdzenie 4.1 (Robertson—Seymour 1986-2004). Skoriczone grafy s¢ WQO z relacjg bycia
minorem.

Spéjrzmy na to z tej strony: jesli mamy klase graféw zamknieta na branie minoréw (np.
grafy planarne) to mozna ja scharakteryzowaé przez skonczony zbiér wykluczonych minoréw.

W szczegblnosei, beda nas nieraz interesowata klasa grafow H-minor—free, czyli grafy ktére
nie maja ustalonego grafu H jako minora.



4.1 Szkic dowodu twierdzenia Robertsona—Seymoura

To rozumowanie jest bardzo bardzo w powietrzu i macha rekami, ale moim zdaniem ciekawie
jest zobaczy¢, jak wyglada ten wielki dowdd z wielkiej perspektywy. To jest Diestel 339-340
1 347-348.

4.1.1 Charakteryzacja K,,—minor—free

Mamy ciag grafow Gy, G, ... i chcemy pokazaé, ze istniejg indeksy ¢ < j, ze GG; jest minorem
G;. Zaldzmy przez sprzecznosc, ze nasz ciag jest zty. Wowcezas grafy G, Go, ... nie majg Gy
jako minora.

Whpierw uwaga: jesli GGy jest planarny, to jesteSmy w domu. Jak pokazywaliSmy na poprzed-
nim wyktadzie, istnieje k = k(Gy) takie, ze jesli graf nie ma Gy jako minora, to ma treewidth
nie wiekszy niz k. A dla klasy graféw o ograniczonym treewidth juz méwilismy, ze jest dobrze —
rozszerzenie tw. Kruskala.

Niech wiec Gy dowolny i niech m = |V (Gy)|. Wéwezas grafy G1,Gs, ... nie maja K, jako
minora — mozemy rozwazac tylko przypadek Gy = K,,. Fajnie bytoby mie¢ jakies$ strukturalne
twierdzenie: jesli graf nie ma K, jako minora, to costam costam. Podamy wtasénie takie twier-
dzenie, ale jest do$¢ skomplikowane i wymaga kilku definicji. (te definicje to Diestel, 339-340)

Definicja 4.2. Majgc graf G i jego dekompozycje drzewowq (T, (V;)ier), korpusem dla t € T
nazwiemy graf Hy, konstruowany nastepujgco: bierzemy G[V;] i dodajemy wszystkie krawedzie
xy dla x,y € Vy i tt' jest krawedzig T .

Moéwigc powierzchnia, mamy na mysli dwuwymiarows tukowo spdjng zwarta rozmaitosc.

Definicja 4.3. Zbior powstaty z usuniecia z powierzchni S k kot o brzegach C1,Cy, ... Cy
oznaczymy S\ k (te powierzchnie sq homeomorficzne, niezaleinie gdzie wytniemy kétka). Na
kazdym C; oznaczmy jeden punkt jako korzen, a reszte tego okregu uporzqdkujemy w jedng ze
stron w liniowy porzqdek. Tak uporzqdkowane okregi nazwiemy mankietami (ang. cuffs).

Definicja 4.4. Powiemy, Ze graf H jest k—prawie zanurzalny w powierzchni S, jesli po usunieciu
co najwyzej k wierzcholkéw graf H mozna zapisaé jako HyU Hy U Hs . ..U Hy, (rozlozyé, znaczy
kazda krawed? sie musi gdzie$ znaleZé, niekoniecznie tylko raz; grafy H; moga byé puste) tak,
ze:

(N1) Hy mozna zanurzyé w S\k tak, by wierzcholki Hy trafialy tylko na mankiety Cq,Cs, ..., Cy
1 nie trafiaty w korzenie mankietow.

(N2) Grafy Hy, H, ..., Hy sq parami rozlgczne i HyN H; to dokladnie te wierzcholki Hy, ktore
wylgdowaty na C;.

(N3) Grafy H;, i > 1, majq Sciezkowq dekompozycje (tj ta od path—width) o szerokosci co
najwyze] k 1 co wiecej taka, zZe zbiory dekompozycyi sq indeksowane wierzchotkami HyNH;,
1 kolejnos¢ na Sciezice odpowiada kolejnosci na mankiecie Cj.

Intuicyjnie chodzi o to, H, po wywaleniu kilku wierzchotkéw, mozna narysowac¢ na S tak
jak Hy, a na kazdym mankiecie C; mamy ,zgrubienia” o szerokosci k — grafy H,.
Pora przejs¢ do twierdzenia o charakteryzacji.

Twierdzenie 4.5 (Robertson—Seymour, 2003). Dia kazdego m istnieje k = k(m) takie, Ze
kazdy graf G nie posiadajocy K,, jako minora ma drzewowq dekompozycje, ktorej korpusy sq
k—prawie zanurzalne w powierzchnie, w ktorq K,, sie nie zanurza.



Dajmy tutaj dwie uwagi. Po pierwsze, jesli tt’ jest krawedzia w tej dekompozycji, to |V N
Vil < f(k,m), gdyz V; N Vi tworzy klike w korpusie H, — jedli ta klika bedzie za duza, to
bedzie ja tak samo trudno gdzies zanurzy¢ jak K,,.

Po drugie, mozemy rozwazaé tylko dwie powierzchnie, a nie wszystkie w ktorych K, sie
nie zanurza: nieorientowalna i orientowalna, o najwiekszym mozliwym genusie. Ogolnie, tych
w ktorych K, sie nie zanurza, jest skonczenie wiele: odpowiednio wiele raczek przy sferze lub
ptaszczyzZnie rzutowej daje mozliwos¢é narysowania K,,.

4.1.2 Od charakteryzacji do twierdzenia dla graféw zanurzalnych w powierzchni

S

Mamy wiec cigg graféow wykluczajacych K, jako minor, m jest ustalone, i mamy powyzsze
twierdzenie strukturalne. Teraz wykonujemy nastepujace kroki:

1. Dla kazdego grafu G;, patrzymy na zbiér korpuséw dla tej ustalonej dekompozycji drze-
wowej. Chcemy pokazaé, ze zbior wszystkich korpuséw jest WQO. Wowezas istnieje na-
dzieja, ze uda sie¢ przepchac¢ co$ w stylu dowodu tw. Kruskala i bedziemy mieli, ze grafy
G; tworzg WQO. Pomocny w przepychaniu dowodu tw. Kruskala bedzie fakt, ze w tych
dekompozycjach V; NV jest ograniczone.

2. Mamy wiec korpusy: zbior graféw k—prawie zanurzalnych w jedng ze skonczenie wiele
powierzchnii, w ktére K, sie nie zanurza. Wybierzmy jedng z tych powierzchni — S —
w ktora k—prawie zanurza sie nieskonczenie wiele korpusow.

3. Spojrzmy na definicje k—prawie zanurzenia. Wpierw wywalamy k wierzchotkéw — to pew-
nie da si¢ zatataé, bo ich jest mato. Nastepnie mamy te grafy H;, dla i > 1. Ale one maja
maty pathwidth, one pewnie si¢ dobrze zachowuja: mamy twierdzenie juz udowodnione
dla ograniczonego treewidthu.

4. Tak wiec, jesli udowodnimy, ze dla ustalonej powierzchni S, klasa grafow zanurzalnych
w nig jest WQO, to to bedzie wiekszos¢ pracy: reszte sie jako$ dorobi technikami, ktére
juz umiemy.

4.1.3 Indukcja dla graféw zanurzalnych w S

Chcemy udowodni¢, ze jesli mamy ustalona powierzchnie S, to klasa graféw zanurzalnych w nig,
z relacja minorow, jest WQO.

Zauwazmy, ze dla S bedacego sferg juz mamy udowodnione, bo nasza klasa grafow to grafy
planarne. Przypomnijmy: wykluczajac graf planarny jako minor, wykluczamy duza krate jako
minor, czyli ograniczamy treewidth.

Robimy indukcje po genusie S, baze indukcji wtasnie pokazalismy. Mamy ciag Hy, Hy, Ho, . ..
zanurzalny w S, czyli jak poprzednio, mamy ciag Hy, Hs, ..., ktory nie ma Hj jako minora.

Dowodzimy nastepujacego twierdzenia charakteryzacyjnego — znéw mamy klase Hy—minor—
free, ale tym razem jeszcze mamy zanurzenia w S.

Twierdzenie 4.6. Jesli H; nie zawiera Hy jako minora ¢ oba grafy zanurzajg sie w S, to
H; ma takie zanurzenie w S, ze: istnieje okrgg C; na S, ktory jest nietrywialnym elementem
grupy podstawowej S (po ludzku: nie odcina dysku z S), ze w zanurzeniu C; nie przecina Zadnej
krawedzi H; i na C; lezg wierzcholki X;, | X;| < f(S, Hp).



Bierzemy H;, zanurzamy je zgodnie z powyzszym twierdzeniem, i rozcinamy S wzdtuz C.
Powstanie nam jeden kawalek S\ C; z dwoma dziurami lub dwa spdjne kawatki S\ C; kazda
z jedng dziura. Zalepiamy dziury dyskami: mamy jedna lub dwie powierzchnie, o mniejszym
genusie niz S. Wybierzmy podciag H; gdzie wychodzi to samo: tyle samo powierzchni i takie
same powierzchnie (powierzchni o mniejszym genusie niz S jest skoriczenie wiele).

Jesli mamy jedna powierzchnie Sy, to mamy H; \ X; zanurzone w Sy. Z zalozenia indukcyj-
nego jest dobrze, a | X;| < f(5, Hp), 1 to sie da dosztukowac.

W przeciwnym wypadku mamy powierzchnie S’ i S” i rozcieliémy H; na dwa podgrafy H]
i H!', V(H)) NV (H!) = X,. Z zalozenia indukcyjnego, wszystkie H] sa WQO i wszystkie H/
sa WQO. Robiac znéw argument, jak w pierwszym lemacie z WQO, mamy, ze pary (H/, H!)
tworza WQO; mozemy jeszcze przez ten argument przemycic, jak wyglada X; w tej parze, bo
| X;| jest mala.

I koniec.

4.2 Przykltady zastosowan w algorytmice
4.2.1 Klasy zamkniete na branie minoréw

Whpierw zacytujmy wazny fakt algorytmiczny
Twierdzenie 4.7. To, czy H jest minorem G mozna stwierdzi¢ w czasie f(|V(H)|)|V(G)]3.
Czyli, dla ustalonego (malego) grafu H testowanie, czy H jest minorem G mozna robi¢
w czasie wielomianowym. Funkcja f tutaj jest paskudnie szybko rosnaca.
Zauwazmy nastepujacy fakt

Twierdzenie 4.8. Niech F bedzie klasq grafow zamknietg na branie minorow. Istnieje wielo-
mianowy, ba, O(|V(G)|?), algorytm testujqcy, czy G € F.

Dowdéd. 7 twierdzenia o minorach wiemy, ze F mozna scharakteryzowaé przez skonczony zbior
zabronionych minoréw. Mozemy wiec G algorytmem z poprzedniego twierdzenia przetestowac
na kazdy z tych zabronionych minoréw. O

Whniosek 4.9. Niech M bedzie rozmaitoscig gltadkg zwartg. Testowanie, czy G da sie narysowac
na M mozna zrobi¢ w czasie O(|V(G)[?).

Dowad. Klasa grafow, ktore da sie narysowa¢ na M jest zamknieta na branie minoréw. O

Oczywiscie, te wyniki sa mega—niekonstruktywne, a state schowane w O() sa ogromne. W ten
sposob da si¢ dowodzi¢ istnienia algorytmow i taki dowod jest zazwyczaj dobrym impulsem by
usiasé na tytku i (rozpisawszy na to grant naukowy) wymysle¢ normalny algorytm dla badane;
klasy F.

4.2.2 Trzy stlowa o szukaniu optymalnej dekompozycji drzewowej

Na poprzednich ¢wiczeniach zobaczyliSmy, ze majac dekompozycje drzewows o szerokosci t,
mozna wiele probleméw NP-trudnych rozwiazywaé w czasie f(t)|V(G)|°0), zazwyczaj jakimé
programowaniem dynamicznym. Optymalnych dekompozycji grafu mozna szukaé kilkoma al-
gorytmami, zaleznie od tego jak doktadnie go potrzebujemy. Ogdlnie, znalezienie treewidthu
grafu jest NP—trudne.

Twierdzenie 4.10 (Bodlaender). Istnieje algorytm, ktéry dla danego grafu G i liczby t w czasie
20|V (@Q)| konstruuje dekompozycje drzewowq G o szerokosci co najwyzej t lub méwi, ze taka
nie istnieje.



Twierdzenie 4.11. Istnieje algorytm, ktéry dla danego grafu G i liczby t w czasie O(t3% |V (GQ)|?)
konstruuje dekompozycje drzewowqg G o szerokosci co najwyzej 4t + 1 lub mowi, Ze treewidth G
wynosi wiecej niz t.

Twierdzenie 4.12. Istnieje algorytm, ktory dla danego grafu G i liczby t w czasie wielomia-
nowym konstruuje dekompozycje drzewowq G o szerokosci co najwyzej O(ty/logt) lub méwi, ze
treewidth G wynosi wiece] niz t.

O warto zastosowaé srodkowy algorytm: tre-

o(1)

Jedli wiec mamy algorytm o zlozonoéci c'n
ewidth nam si¢ pogorszy o stalg, ale wcigz zlozonosé bedzie c'n

4.2.3 Bidimensionality

Rozwazmy problem pokrycia wierzchotkowego w grafach planarnych: mamy graf planarny G
i liczbe k: czy w G istnieje pokrycie wierzchotkowe rozmiaru k7
Zr6bmy nastepujacy algorytm:

1. Pusémy algorytm 4-aproksymacyjny dla ¢ = 8v/k.

2. Jedli zwrécil nam on dekompozycje o szerokosci co najwyzej 32vk + 1, to odpalamy
prostego dynamika — zrobimy na ¢wiczeniach.

3. W przeciwnym przypadku, z twierdzenia mamy krate Wk x 2Vk jako minor.

4. Obserwacja: jesli H jest minorem G, to pokrycie wierzchotkowe w G si¢ dobrze rzutuje
na pokrycie wierzchotkowe w H.

5. Krata 2vEk x 2k potrzebuje co najmniej 2k wierzchotkéw w pokryciu wierzchotkowym,
bo ma takiej wielkosci skojarzenie. Czyli odpowiedZ NIE.

Dziala on w czasie 200VR)R0M Ty catkiem szybko, jak na NP—trudny problem pokrycia wierz-
chotkowego.

Zauwazmy, ze jesli G nie jest planarny, ale nalezy do klasy H-minor—free to wszystko dalej
przechodzi; tylko state w O() zaleza od wykluczonego minora H.

Na ¢wiczeniach zobaczymy jeszcze kilka podobnych przyktadow.



