1 Wyklad dwunasty — wstep do kolorowan, twierdzenie
o pieciu barwach

1.1 Ogoblne kolorowania wierzchotkowe
1.1.1 Banatly

Whpierw powszechnie znane definicje:

Definicja 1.1. Kolorowaniem wierzchotkowym grafu G na k kolorow nazwiemy takg funkcje
c:V(G)—{1,2,...,k}, Ze dla kazdej krawedzi uwv € E(G) mamy c(u) # c(v). Innymi stowy,
jest to podziat zbioru wierzchotkow na k zbiorow niezaleznych. Najmniejsze k takie, Ze graf G
mozna pokolorowaé wierzchotkowo na k kolorow nazwiemy liczba chromatyczng G i oznaczymy

X(G).

Przyktad: x(K,) = n, x(G) < 2 wtedy i tylko wtedy gdy G jest dwudzielny.
Zajmijmy si¢ wpierw zgrubnym oszacowaniem liczby chromatycznej. Do tego potrzebujemy
dwoch charakterystyk grafu.

Definicja 1.2. Przez w(G) bedziemy oznaczaé liczbe wierzchotkéw najwiekszego podgrafu G
bedgcego klikg. Przez o G) bedziemy oznaczaé liczbe wierzcholkéw najwiekszego zbioru niezalez-
nego w G.

Oczywiste uwagi: w(G) = o(G), w(G) = a(G). Réwniez oczywiste:
Lemat 1.3. x(G) > w(G), x(G) > |V(G)|/a(G).

Dowdd. Pierwsza nieréwnosé: jesli Ky jest podgrafem G, to kazdy jego wierzchotek musi by¢
pokolorowany na inny kolor, czyli potrzebujemy co najmniej & koloréw. Druga nieréwnosé: na
kazdy kolor mozemy pokorowa¢ maksymalnie o(G) wierzchotkéw, wiec x(G)a(G) > |V(G)|.

O

Dorzu¢my jeszcze uwage, ze grafy rzadkie majg mniejszg liczbe chromatyczna:

(G) < ;+ J2lE@) + i

Dowdéd. Jesli malujemy na x(G) kolory, to mozemy zalozy¢, ze jest krawedz miedzy kazda para
koloréw — inaczej utozsamiamy te kolory. Czyli |E(G)| > x(G)(x(G)—1)/2, co jest rtéwnowazne
powyzszej nierownosci. O

Lemat 1.4.

1.1.2 Twierdzenie Brooksa

Rozwazmy nastepujacy algorytm zachtanny:
1. Ponumeruj jakkolwiek wierzchotki grafu, powiedzmy ze dostaliSmy kolejnosé vy, vs, . . ., vy,.
2. Dla kolejnego v;, przydziel mu najmniejszy kolor nie uzyty przez {v; : j < i} N N(v;).

On zuzyje co najwyzej max} , [{v; : 7 < i} N N(v;)| koloréw. Jak zminimalizowaé te liczbe?
Oznaczmy col(G) = maxycc mindeg(H ) + 1. Z jednej strony, jesli za v,, wezmiemy wierzchotek
o minimalnym stopniu w G, za v,_; wierzchotek o minimalnym stopniu w G \ {v,}, to nasze
ograniczenie bedzie wynosi¢ co najwyzej col(G).



Z drugiej strony, zauwazmy, ze dla kazdego podgrafu indukowanego H (wystarczy takie
rozwaza¢ w maksimum), jesli v; jest ostatnim wierzchotkiem H, to {v; : j < i} N N(v;) ma
degy(v;) elementéw. Czyli, biorac opisana wyzej kolejnosé v;, otrzymamy, ze ten algorytm
zachtanny daje col(G) kolorowanie. Wnioskiem jest nastepujacy lemat:

Lemat 1.5. Dla kaZdego grafu G istnieje podgraf H o mindeg(H) > x(G) — 1.

Co wigcej, z powyzszego algorytmu od razu widaé, ze x(G) < maxdeg(G) + 1. Co wiecej,
jesli chcemy pokolorowaé na maxdeg(G)+ 1 koloréw bedziemy brali kolejnosé v; od dotu do géry
pewnego drzewa rozpinajacego, to by¢ moze koloru numer maxdeg(G) + 1 bedziemy musieli
uzy¢ tylko dla korzenia. Wida¢, ze moze sie tu da¢ cos zaoszczedzi¢. Formalizuje to twierdzenie
Brooksa, ktorego dowodzi¢ nie bedziemy, bo czesto jest dowodzone na Matematyce Dyskretnej.

Twierdzenie 1.6 (Brooks 1941). Jesli G jest spdjny i x(G) = mazdeg(G) + 1, to G jest
nieparzystym cyklem lub klikq.

Dorzuémy jeszcze twierdzenie Hajnala-Szemerediego do zbioru wiedzy:

Twierdzenie 1.7 (Hajnal-Szemeredi 1970). Mozna pomalowaé G na mazdeg(G) + 1 koloréw
tak, by liczby wierzchotkow pomalowane na rozne kolory roznily sie o co najwyzej 1.

Tak wiec prawie zawsze x(G) < maxdeg(G) i graf o duzej liczbie chromatycznej ma podgraf
o duzym minimalnym stopniu. Czy potrafimy wskazaé¢ jaki$ jeszcze powdd, by liczba chroma-
tyczna byta mata lub duza? Wydawaé by sie moglo, ze brak malych cykli (czyli to, ze graf
lokalnie wyglada jak las) moze powodowaé, ze liczba chromatyczna jest malta. Niestety, nie jest
to prawda. Tez tego nie bedziemy dowodzi¢, bo spora cze$¢ stuchaczy juz ten dowod widziata:

Twierdzenie 1.8 (Erdos 1959). Dla kaZdej liczby calkowitej dodatniej k istnieje graf o liczbie
chromatycznej co nagmniej k i bez cykli krotszych niz k.

1.2 Trzy stowa o kolorowaniu krawedziowym

Definicja 1.9. Kolorowaniem krawedziowym grafu G' na k kolorow nazwiemy takq funkcje
c: EG) — {1,2,...,k}, Ze dla kazdych dwich krawedzi e, f € E(G) mamy c(e) # c(f) jesli
e i f majg wspolny koniec. Innymi stowy, jest to podzial zbioru krawedzi na k skojarzen. Naj-
mniejsze k takie, Ze graf G mozna pokolorowaé krawedziowo na k koloréw nazwiemy indeksem
chromatycznym G i oznaczymy X'(G).

Oczywiscie x'(G) > maxdeg(G). Dla graféow dwudzielnych jest réwnos$é. Pokazemy to na
¢wiczeniach.

Twierdzenie 1.10 (Konig 1916). Jesli G jest dwudzielny, to x'(G) = mazdeg(G).

Twierdzenie Vizinga, ktore czesto dowodzi si¢ np. na MD, wiec my tu nie bedziemy go
dowodzi¢, méwi, ze luzu duzo nie ma.

Twierdzenie 1.11 (Vizing 1964). x'(G) < mazdeg(G) + 1.

Warto zaznaczy¢, ze rozstrzyganie ile wynosi x'(G) jest NP-trudne i jest problemem otwar-
tym, czy da sie to zrobi¢ szybciej niz 20UF(G)D,



1.3 Kolorowania listowe

Jak kto$ zacznie probowaé uktadaé algorytm probujacy kolorowaé graf, czy to wierzchotkowo,
czy krawedziowo, szybko dojdzie do nastepujacego rozszerzenia: kazdy wierzchotek (krawedz)
dodatkowo ma liste dostepnych dla tego wierzchotka koloréw (tutaj kolory to np. po prostu
liczby naturalne). Prowadzi to do nastepujacej definicji.

Definicja 1.12. Graf G jest listowo k-kolorowalny (wierzchotkowo), jesli dla kazdej instancyi
problemu listowego kolorowania, gdzie kazdy wierzchotek dostanie liste doktadnie k kolorow, jest
rozwigzanie. Najmniejsze takie k nazwiemy listowq liczbg chromatyczng G i oznaczymy ch(G).

Po angielsku sie to czasem nazywa k-choosable i choice number, stad ch(G). Oczywiscie
ch(G) > x(G).

Analogiczng definicje mozemy zrobi¢ dla kolorowan krawedziowych i otrzymac listowy indeks
chomatyczni ch’(G). Latwo znalezé przyktad, gdy ch(G) > x(G). Otwartym problemem jest czy
rawsze X' (G) = ch'(G). Zostalo to wykazane dla graféw planarnych:

Twierdzenie 1.13 (Galvin 1995). Jesli G jest planarny, to X'(G) = cb'(G).

1.4 Kolorowanie wierzchotkowe graféw planarnych

Trzeba by co$ udowodni¢ na tym wyktadzie. Udowodnimy twierdzenie o pigciu barwach dla
graféw planarnych: wpierw po prostu, a nastepnie w wersji listowej.

Twierdzenie 1.14. Niech G bedzie grafem planarnym. Woéwczas jest on 5-kolorowalny.

Dowdd. Indukcja po liczbie wierzchotkow. Wpierw zauwazmy, ze kazdy graf planarny ma wierz-
chotek v o stopniu co najwyzej 5. Zatézmy przeciwnie: jesli w to liczba wierzchotkéw, s to liczba
Scian, k to liczba krawedzi, i kazdy wierzchotek ma stopien co najmniej 6, to mamy 6w < 2k i
3s < 2k, czyli w+ s < k, co jest sprzeczne z wzorem Eulera w + s =k + 2.

Usunmy wiec taki wierzchotek v i pomalujmy reszte zgodnie z zatozeniem indukcyjnym. Jesli
v mial stopien nie wickszy niz 4, lub jacy$ jego sasiedzi maja réwny kolor, to jest koniec —
mamy wolny kolor dla v. Jedyny problematyczny przypadek jest, gdy v ma 5 sasiadéw i sg
pomalowani na wszystkie 5 kolorow.

Ustalmy jakie$ zanurzenie G w ptaszczyzne i niech, w kolejnosci, sasiedzi v to vy, vg, v3, V4, Us;
v; pomalowany jest na kolor i. Niech H;; to podgraf G\ {v} indukowany przez wierzchotki koloru
i oraz j. Niech C'— spéjna sktadowa Hi3 zawierajaca vy. Jesli vs ¢ C, to mozemy w C' zamienié
rolami kolory 11 3 i otrzymaé¢ znéw poprawne kolorowanie G \ {v}, ktére mozemy rozszerzy¢
dajac kolor 1 wierzchotkowi v. W przeciwnym wypadku w Hi3 jest Sciezka od v; do wvs; ale
wtedy nie ma takiej Sciezki w Hyy pomiedzy vs a vy i mozemy powtorzy¢ argument. O]

To twierdzenie zachodzi tez dla listowego kolorowania.

Twierdzenie 1.15 (Thomassen 1994). Niech G bedzie grafem planarnym. Wéwczas jest on
listowo 5-kolorowalny.

Dowoéd. Wpierw zauwazmy, ze dotozenie krawedzi utrudnia sprawe; mozemy wiec zatozy¢, ze
wszystkie Sciany G sa trojkatne. Twierdzenie bedziemy dowodzi¢ indukcyjnie po rozmiarze
grafu, ale teze wzmocnimy do nastepujacej postaci. Mamy graf G i jego ustalone zanurzenie
w plaszczyzne takie, ze kazda Sciana ograniczona jest trojkatem, a brzeg Sciany zewnetrznej
to cykl C' = vyvs ... vpv1. Wierzchotek vy zostal pomalowany juz na kolor 1, wierzchotek vy na
kolor 2. Kazdy inny wierzchotek na cyklu ma liste ztozona z co najmniej trzech koloréw, a kazdy
wierzchotek wewnetrzny z pieciu. To istnieje rozwigzanie tej instancji listowego kolorowania.



Przypadek 1. C' ma cigciwe vw. Ona rozbija graf na dwie czesci G i G, G zawiera krawe-
dzi v1v9, a Gy nie. Z zatozenia indukcyjnego malujemy ;. Nastepnie z zalozenia indukcyjnego
malujemy Gy, przy czym wierzcholtki z ustalonymi kolorami to v i w.

Przypadek 2. C' nie ma cieciwy. Niech vy, uq,us, ..., Uy, Vg1 to wewnetrzni sasiedzi vy
(by¢ moze vg_1 = vg). Wybieramy dwa kolory ¢, ¢y 7 listy vg, rézne od 1, i usuwamy je z list
u; — listy beda trzyelementowe. Zatozeniem indukcyjnym malujemy G \ {v;}. Nastepnie vy
malujemy tym kolorem ze zbioru {c;, co}, ktéry nie zostal uzyty dla vy_;. O

Zacytujmy jeszcze twierdzenie Grotzscha. Zainteresowanych odsytamy do dos$¢ krotkiego i
nowego dowodu tego twierdzenia autorstwa Thomassena.

Twierdzenie 1.16 (Grotzsch 1959). Graf planarny G bez tréjkgtow jest 3-kolorowalny.

2 Wyktlad trzynasty — grafy doskonale

Na tym wyktadzie zajmiemy sie grafami doskonalymi (ang. perfect graphs).

Definicja 2.1. Graf G jest doskonaly (ang. perfect) jesli kazdy jego indukowany podgraf H
spetnia x(H) = w(H).

Oczywiscie zawsze w(H) < x(H). Czyli grafy doskonate to takie, ze kazdy indukowany
podgraf ma trywialne dolne oszacowanie na swoja liczbe chromatyczne w postaci kilki-podgrafu.

Definicja ta moze wydawac sie dziwna, ale jest uzyteczna, bo z jednej strony generalizuje
wiele klas graféw, a z drugiej strony w grafach doskonalych pare rzeczy da sie zrobié¢ tatwiej.
Zacznijmy od drugiego konca od zacytowania kilku wynikow.

Twierdzenie 2.2. Istnieje wielomianowy algorytm sprawdzajgcy, czy G jest doskonaty. Majgc
dany graf doskonaly G w czasie wielomianowym mozna policzyé rozmiar najwiekszego zbioru
niezaleznego, kliki czy liczbe chromatyczng G.

Teraz przyktad klasy graféw, ktore sa doskonate. Przypomnijmy: graf jest cieciwowy (ang.
chordal), jesli nie ma indukowanych cykli wiekszych niz trojkaty. DowodziliSmy przy okazji
teorii minoréow, ze jest to rownowazne posiadaniu dekompozycji drzewowej takiej, ze wszystkie
worki sg klikami.

Lemat 2.3. Jesl G jest cieciwowy, to jest doskonaly.

Dowdéd. Indukcja po rozmiarze GG. Podgraf indukowany grafu cieciwowego jest cieciwowy, wiec
wystarczy pokazaé, ze w(G) = x(G), czyli wystarczy, ze pokazemy kolorowanie G na w(G) kolo-
réw. Ale to mozemy zrobi¢ zachtannie po dekompozycji drzewowej (T, (V;)ier), gdzie wszystkie
worki sa klikami. Bierzemy dowolny worek V; i malujemy go na |V;| koloréw. Dalej idziemy
DFSem po drzewie, i zachtannie domalowujemy kolejne worki. O]

Zauwazmy, ze oczywiscie klasa graféw doskonalych jest zamknieta na branie podgrafow.
Czyli, podobnie jak w twierdzeniu minoréw, mozna powiedzieé¢, ze istnieje zbior grafow X taki,
ze grafy doskonate to te, co nie majg zadnego grafu z X jako podgrafu indukowanego. Hipoteza
Berge z 1963, tzw. Strong Perfect Graph Conjecture, dopiero co udowodniona, méwi, co to za
zbior X jest.

Twierdzenie 2.4 (Chudnovsky, Robertson, Seymour, Thomas 2002). Graf G jest doskonaly
wtedy 1 tylko wtedy gdy nie posiada jako indukowanego podgrafu ani nieparzystego cyklu diugosci
co najmniej 5 ant jego dopetnienia.



Zauwazmy, ze zbior X z tego twierdzenia jest zamkniety na branie dopehien, czyli klasa
graféw doskonatych jest zamknieta na branie dopetnien. To zostato udowodnione przez Lovasza
w 1972 roku i celem dzisiejszego wyktadu jest pokazanie dwoch dowodow tego faktu.

Twierdzenie 2.5 (Lovasz 1972). Jesli G jest doskonaly, to G tez.
Zanim przejdziemy do dowodu, to smieszny lemacik.

Lemat 2.6. Niech v € V(G) i G jest doskonaly. Utwérzmy G' nastepujgco: dodajemy do grafu
G wierzcholek v' polaczony do N[v] = N(v)U{v}. To G’ tez jest doskonaly.

Dowdd. Indukcja po |V (G)|. Z K; robimy Ks, czyli poczatek indukeji OK. Jesli H jest indu-
kowanym wtasciwym podgrafem G’, to albo jest indukowanym podgrafem G albo powstaje z
wladciwego indukowanego podgrafu G przez opisang operacje, wiec z zatozenia indukcyjnego
H jest doskonaly i w(H) = x(H). Pozostaje wiec wykazaé, ze x(G') = w(G').

Jesli w(G") > w(G) to nie ma problemu, kolorujemy G na w(G) koloréw i v' na dodatkowy
kolor. W przeciwnym przypadku, w(G') = w(G) i v nie jest w zadnej klice K ).

Pomalujmy G na w(G) koloréw i niech X bedzie zbiorem wierzchotkéw pomalowanych tak
samo jak v. To w(G'\ (X \ {v})) < w(G), po wyrzucilismy po wierzchotku z kazdej kliki K.
To malujemy G \ (X \ {v}) na w(G) — 1 koloréw, i malujemy " U (X \ {v}) na pozostaty
kolor. [

Dowdd twierdzenia 2.5. Indukcja po [V(G)|. Kazdy whasciwy indukowany podgraf G jest do-
pelieniem indukowanego podgrafu G, czyli musimy jedynie wykazaé¢, ze G mozna pokolorowaé

na w(G) = a(G) koloréw.

Oznaczmy przez K rodzine wszystkich zbiorow wierzchotkéw G ktore indukuja kliki, a przez
A rodzine wszystkich zbior6w niezaleznych G maksymalnej mocy a(G).

Zalozmy, ze istnieje K € K taki, ze K N A # ) dla kazdego A € A. Wowezas w G\ K z
kazdej maksymalnej kliki zabrali$my wierzcholek, czyli w(G \ K) < w(G). Malujemy G tak: z
zatozenia indukcyjnego G'\ K, i K na jeden dodatkowy kolor.

Jesli takie K nie istnieje, to dla kazdego K € K mamy A € A takie, ze Ax N K = ().
Naszym celem jest dojscie do sprzecznosci. Jedyna nasza szansa na pokazanie, ze x(G) jest za
duze jest oszacowanie |G|/a(G). To jednak w samym G sie tak tatwo nie uda, ale rozdmuchujac
wierzchotki przy pomocy lematu 2.6 tak, by kazde Ax byto ,roztaczne” juz sie da.

Niech

k(z) = {K e K:z € Ak},
czyli k(z) to liczba réznych Ax do ktérych  nalezy. Bierzemy teraz podgraf indukowany G,
Go = G[{z : k(x) > 0}]
i rozmnazamy kazdy wierzchotek x dokladnie k(x) razy. Innymi stowy, zastepujemy kazdy z
klika G, o k(x) wierzcholkach, u € G, zna v € G, jesli zy € E(G). Otrzymujemy graf G'. Z
lematu 2.6 jest on doskonatly.

Zauwazmy, ze maksymalne kliki G sa postaci U,c V(G,) dla K € K. Czyli istnieje Ky € K

takie, ze

w(@) = > IV(Go)l = > k(x) =

zeKo z€Ko

= Z Z[SL’EAK}:

rxeKg KeK

=Y |Ax N K| <
KeK
< > 1=|Kl-1

KekK\{Ko}



Ostatnia nieréwnos¢ wynika z tego, ze Ag to zbiér niezalezny, a G[ K| to klika, wiec [AxN K| <
1, i jest puste dla K = K.
7 drugiej strony jednak

V(G = > k(z)=

2eV(G)

= ) D [redg]=
2cV(G) Kek

= > Akl =
Kek

= |Kl|- (G)

Podsumowujac i zauwazajac, ze a(G’) < a(G):
(@) > a'fél) > "ifg;) = |K| > w(@).
Sprzecznosé, bo G’ byt doskonatly. O

Drugi dowod pokazuje troche wiecej, mianowicie:

Twierdzenie 2.7 (Lovasz 1972). Graf G jest doskonaly wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego
jego indukowanego podgrafu H zachodzi

\V(H)| < a(H) -w(H).

Dowdd. To, ze to jest konieczne, to wida¢: mamy w(H) koloréw i kazdym kolorem pomalujemy
maksymalnie «(H) wierzchotkow.

W druga strone. Robimy indukcje po |V(G)|, czyli mamy z zatozenia indukcyjnego, ze kazdy
wlasciwy podgraf indukowany G jest doskonaty. Zalézmy, ze G nie jest, czyli potrzeba w(G)+1
koloréw (bo po zabraniu jednego wierzchotka w(G) starcza). Oznaczmy dla skrétu « := a(G) i
w = w(G).

Obserwacja pierwsza: niech U — dowolny niepusty zbiér niezalezny w G. To x(G\U) = w(G\
U) = w(G). Pierwsza réwnosé, bo G\ U jest doskonaly; druga, bo jakby byto w(G\U) < w(G)
to by sie dato pokolorowaé G na w(G) koloréw: malujemy optymalnie G \ U i domalowujemy
U na jeden kolor.

Teraz zrobimy duzo zbioréw niezaleznych. Bierzemy Ay = {uq, ug, ..., us} — jakis maksy-
malny zbidér niezalezny w G. Teraz kazdy G \ u; malujemy optymalnie na w koloréw i bierzemy
klasy koloréw jako zbiory niezalezne Ag_1yo4+1, Ai—1)wt2 - - -, Aiw. Mamy w sumie aw+1 zbioréw
niezaleznych A;. Dla kazdego zbioru niezaleznego, uzywajac obserwacji, mamy klike K; C G\ 4;
rozmiaru w.

Obserwacja druga: jedli K jest dowolng klikg rozmiaru w w G to K N A; = () dla dokladnie
jednego 0 < ¢ < aw. Po kolej: jesi KN Ay =0, to KNA; #0 dlai > 0, bo K musi dotykaé¢
kazdego koloru w G\ w;. Jesli za§ K N Ay # 0, to jest jednoelementowe, K N Ag = {u;}. Dla
J #1i, 7 > 0, mamy jak poprzednio K N A; # (@ dla (j — 1)w < j' < jw, bo K dotyka kazdego
koloru, gdy malujemy G \ u;. Gdy malujemy G \ u;, K omija dokladnie jeden kolor i to jest to
Ay dla ktérego K N Ay = 0.

No to juz prawie koniec. Wezmy macierz A rozmiaru (aw + 1) x |V(G)|, w kazdej kolumnie
wpiszmy wektor charakterystyczny A;. Wezmy macierz B rozmiaru |V (G)| X (aw+1) i wpiszmy
w kazdym wierszu wektor charakterystyczny K;. Co wyjdzie z pomnozenia AB?

Na przekatnej zera, bo A; N K; = () z konstrukcji. No ale z obserwacji drugiej w takim
razie |[K; N A;| = 1 dla i # j, czyli poza przekatna wyjda jedynki. Czyli to co wyjdzie bedzie
nieosobliwe, czyli bedzie rzedu aw + 1. Czyli w szczegdlnosei |V (G)| > aw + 1, sprzecznosé. [



3 Wpyktad czternasty — twierdzenie o czterech barwach

DowodzilisSmy uprzednio, ze kazdy graf planarny daje sie pokolorowaé (wierzchotkowo) na pieé
koloréw. Zapewne wiedzg Panstwo — bo to jeden z bardziej znanych faktow kultury matema-
tycznej — ze problem czterech barw (czyli czy kazdy graf planarny bez petli da sie pokolorowaé
czterema kolorami) byl bardzo dlugo otwarty, a nastepnie zostal rozwiazany (przez Appela i
Hakena) przy uzyciu technik komputerowych. Na dzisiejszym wyktadzie postaramy sie zrozu-
mie¢, jak tego twierdzenia sie dowodzi. Ciekawym — przynajmniej z mojego punktu widzenia
— pytaniem jest to, jak problem — w swojej istocie nieskonczony, pytajacy o wtasnos¢ kazdego
grafu planarnego — zredukowac do sprawdzenia skonczonej, choc¢by i duzej, liczby przypadkow.
Oczywiscie recznego sprawdzenia wszystkich przypadkéw nie wykonamy.

Jako, ze bedziemy prowadzi¢ rozumowania indukcyjne redukujace graf, wypada stwierdzi¢,
jaka klase graféw dopuszczamy. Otéz bedziemy rozwazaé¢ multigrafy bez petli — tj. dopusz-
czamy wielokrotne krawedzie. Zaczynamy zawsze od grafu prostego, natomiast podczas réznych
wykonywanych przeksztalcen moze sie zdarzyé¢, ze dostawimy jakie$s wielokrotne krawedzie.
Oczywiscie wielokrotne krawedzie nie wplywaja na kolorowalno$¢, natomiast moga wplywac
na ksztalt rysunku grafu na ptaszczyznie. W szczegdlnosci, co moze by¢ kontrintuicyjne, nie
domagamy sie, by réwnolegte krawedzie byty rysowane obok siebie (czyli ograniczaty Sciane o
dwoch bokach). Za kazdym razem moéwiac ,graf planarny” bedziemy mieli na mysli graf wraz
z ustalonym rysunkiem, ktéry dowodzi planarnosci (co o tyle istotne, ze graf planarny czesto
mozna narysowaé na wiecej niz jeden zauwazalnie rézny sposob wybierajac kolejnos$¢ sasiadow
danego wierzchotka).

Bedziemy rozwazali, do$¢ standardowo, minimalny kontrprzyktad, tj. taki graf planarny T,
ze X(T') > 4 (konkretnie x(7') = 5, w $wietle twierdzenia o pieciu barwach), za$ x(G) = 4 dla
kazdego G speiajacego |V (G)| < |[V(T)|.

Definicja 3.1. Graf planarny T jest ztriangulowany, jesli kazda Sciana jest trojkgtem. Jest
prawie ztriangulowany, jesli trojkgtem jest kazda Sciana procz zewnetrza.

Latwo zauwazy¢, ze jesli mamy dowolny graf T' i wierzchotek v stopnia 4, oraz pokolorowanie
T[V(T)\ {v}], to mozemy pokolorowa¢ tez T (argument przez tancuchy Kempego identyczny
jak w twierdzeniu o pieciu barwach), skad w minimalnym kontrprzyktadzie nie ma wierzchotkéw
stopnia 4 i mniej. Co wiecej, mozemy zatozy¢, ze T jest ztriangulowany (bo dodawanie krawedzi
tylko utrudnia problem).

Udowodnimy za chwile, ze mozna zalozy¢, ze jesli w minimalnym kontrprzyktadzie istnieje
cykl rozspajajacy dlugosci nie wiekszej niz 5 (czyli taki cykl, ze po kazdej jego stronie znajduje
sie przynajmniej jeden wierzcholek), to po jednej jego stronie lezy dokladnie jeden wierzchotek,
a dtugos¢ cyklu to doktadnie piec.

Bedziemy staraé sie kolorowaé¢ graf kawaltek po kawaltku. W wyniku takiej strategii w danej
chwili mamy graf, ktory jest prawie striangulowany, i do tego chcemy pamietac, ile wierzchotkow
spoza zaznaczonej czesci widzi dany wierzchotek. Opiszemy to pojeciem konfiguracyi.

Definicja 3.2. Konfiguracjg nazwiemy prawie ztriangulowany graf planarny K oraz funkcje
v : V(G)—=Z,, spetniajgcq:

o Jesli v nie jest na brzequ zewnetrza, to y(v) = degg(v), w przeciwnym razie y(v) >
degy (v), @ w obu przypadkach y(v) > 5;

o Jesli v rozspaja K, to rozspaja na co najwyzej dwie czesci, 1 wtedy v(v) = degy (v) + 2;

o Y v(v) —degg(v) — 1 > 2, gdzie suma przebiega po wszystkich wierzchotkach v sqsiadu-
jacych z zewnetrzem, a nie rozspajajocych K.



Ta definicja w istocie méwi, ze patrzymy, ile wierzchotkéw dany wierzchotek widzi na ze-
wnatrz, te wierzchotki, ktore rozspajaja graf, widza po dwa dodatkowe wierzchotki, zas te, ktére
nie rozspajaja, zawsze co$ widza (musi tak by¢, jesli zatozymy, ze K jest indukowane z jakiejs
triangulacji), i przynajmniej dwa nadwyzkowe wierzcholki sa widziane.

Definicja 3.3. Konfiguracja K pojawia sie w ztriangulowanym grafie T', jesli K jest indukowa-
nym podgrafem T, degp(v) = v(v) oraz kaZdy region K jest regionem T' (tj. nie ma zaniedbanych
wierzchotkow ,w Srodku K 7).

Idea — w makroskali — jest taka, zeby pokaza¢ pewien zbior konfiguracji, z ktorych z jednej
strony kazda musi wystapi¢ w kazdej triangulacji (przy zatozeniach 5/6-spdjnosci, jak wyzej), a
z drugiej kazda jest ,redukowalna’”, czyli mozemy wyjac ja z grafu, pokolorowac to, co zostanie, i
potem przedtuzy¢ do kolorowania catego grafu — a zatem taka konfiguracja nie moze by¢ czescia
minimalnego kontrprzyktadu. Prototypem — mozna tak mysle¢ — konfiguracji redukowalnej
jest wierzchotek stopnia 4.

Bedziemy chcieli uogolnié¢ koncept tancuchéw Kempego. Tam idea byta taka, ze braliSmy dwa
naprzeciwlegte kolory, taczyliémy tancuchem, i méowiliSmy, ze te tancuchy sie nie przecinaja. Tu
bedziemy robi¢ podobne, cho¢ nieco bardziej ztozone rzeczy. Zeby utatwié sobie zycie notacyjnie
(zeby nie musie¢ wyrézniaé par kolorow, i méwié “to jest jedna para, a to druga para”), zrébmy
tak:

e Bierzemy klike K4, etykietujemy wierzchotki kolorami.

e Kolorujemy krawedzie liczbami 1,2, 3, tak by w kazdym wierzchotku spotykaty sie trzy
liczby

e Jesli mamy kolorowanie triangulacji 7" na 4 barwy, to mozemy w zamian pokolorowac
krawedzie liczbami 1,2,3 (w zaleznosci od pary koloréow koncéw), kazdy tréjkat bedzie
mial krawedzie trzech réznych kolorow.

e Analogicznie, je$li mamy kolorowanie krawedzi triangulacji, w ktorej kazdy tréjkat ma
trzy rézne kolory, to mozemy z tego zrobi¢ kolorowanie wierzchotkowe (pokolorowaé je-
den wierzchotek dowolnie, potem postepowac zgodnie ze wskazdéwkami z krawedzi, prosta
indukcja pokazuje, ze to wyjdzie zgodne).

Teraz zamiast mysle¢ o 4-kolorowaniach wierzchotkowych bedziemy mysleé¢ o 3-kolorowaniach
krawedziowych (mozna o tym mysle¢ tak, ze to uniezaleznia nas od wyboru koloru startowego).

To, co tak naprawde bedziemy robi¢, to nie wywalaé¢ wierzchotki z konfiguracji, tylko $ciagaé
krawedzie (konkretnie to zazwyczaj jakis las rozpinajacy).

3.1 Redukowanie konfiguracji

Rozwazmy cykl R. Bedziemy w R wyr6znia¢ pary krawedzi, i nadawac¢ im znaki. Generalnie:
na niewyréznionych parach krawedzi bedziemy oczekiwaé koloru 1, za$ na wyrdznionych —
koloréw 2 lub 3, co wiecej, na parze krawedzi bedziemy oczekiwaé takich samych kolorow, jesli
ta para ma znak +, a r6znych, jesli ma znak —.

Definicja 3.4. Oznakowanym sparowaniem nazywamy zbior roztgcznych par ze znakiamsi, dla
ktorego zZadne dwie pary krawedzi si¢ nie przeplatajg (tj. wyjecie jednej pary rozspaja cykl tak,
Ze pozostala para jest w jednej skladowej). Mowimy, Ze trzy-kolorowanie k cyklu R a—pasuje
do oznakowanego sparowania M, jesli M zawiera dokladnie te krawedzie, ktore nie majg koloru
a, zas krawedzie w jednej parze majg ten sam kolor wtedy i tylko wtedy, gdy ta para ma znak



+. Méwimy, ze dla koloru a € {1,2,3} 2bidor C trzy—kolorowan R jest spdjny, jesli dla kazdego
kolorowania z C i kazdego koloru a istnieje takie oznakowane sparowanie M, Ze to kolorowanie
a-pasuje do M 1 C zawiera wszystkie kolorowania a—pasujgce do M.

Zeby zrozumieé o co chodzi, podamy trywialny przyktad i kluczowy przyktad.

Trywialny przyktad: pusty i pelny zbior kolorowan sa spojne. Ciut mniej trywialny — zbior
legalnych (tj. trojbarwnych) trzy—kolorowan tréjkata jest spojny. Wystarczy dla kazdego koloru
bra¢ jednoelementowe sparowanie krawedzi pozostatych kolorow, ze znakim minus.

A teraz pora na ten kluczowy przyktad. Wezmy dowolny graf prawie ztriangulowany 7.
Rozwazmy marszrute wyznaczajaca brzeg zewnetrza w naturalny sposéb (na niej moga sie
powtarzaé wierzchotki, bo T" nie musi by¢ dwusp6jny, a nawet krawedzie, jesli T' ma mosty),
i rozwazmy cykl R, ktory naturalnie nakrywa te marszrute (tj. mamy przeksztalcenie, nie
koniecznie réznowartosciowe, z R na te marszrute). Jesli mamy trzy—kolorowanie 7', to mozemy
z niego zrobi¢ w sposéb naturalny trzy—kolorowanie R (tj. kazda krawedz R dostaje kolor, ktéry
ma jej obraz w T'). To kolorowanie R nazywamy podniesieniem kolorowania z T

Lemat 3.5. Niech T bedzie prawie—triangulacjq, zas niech R bedzie cyklem nakrywajgcym brzeg
T przez funkcje ¢. Wiedy zbior wszystkich podniesien legalnych kolorowan T jest spojny.

Dowdéd. Ustalmy kolor (bez straty ogdlnosci powiedzmy, ze jest to 1). Wezmy kolorowanie
k grafu T i jego podniesienie K do R. Mamy znalezé sparowanie krawedzi R, do ktorego
pasuje K, i takie, ze wszystkie kolorowania pasujace do K sg podniesieniami jakiegos legalnego
kolorowania 7'.

Teraz spojrzymy na ekwiwalent tancucha — zebro. Wezmy krawedz na brzegu T', koloru
innego niz 1. Jesli z obydwu stron sasiaduje z zewnetrzem, to jest ona zebrem (taka krawedz,
ktora z obu stron sagsiaduje z zewnetrzem, bedzie wystepowata dwukrotnie w marszrucie R, i to
zebro odpowiada parze taczacej te dwa wystapienia, ze znakiem +). W przeciwnym razie — jest
tez na brzegu jakiegos trojkata. Ten trojkat ma jeszcze jedng krawedz o kolorze innym niz 1,
to druga krawedz zebra. I teraz przedtuzamy dalej — ta krawedz albo juz dobita do zewnetrza,
albo po drugiej stronie znowu ma trojkat, z ktorego bierzemy krawedz o kolorze innym niz 1. I
tak dalej, az dojdziemy do brzegu.

Takie zebra sa roztaczne (tj. nie wspo6tdziela ani krawedzi, ani trojkatéw), maja naprzemien-
nie krawedzie kolorowane 2 i 3. Z kazdym zebrem kojarzymy pare (jego poczatkowa i koncowa
krawedz) i znak zalezny od parzystosci dlugosci zebra.

7 jednej strony, nasze kolorowanie pasuje do tak uzyskanego sparowania. Faktycznie —
kazda krawedz jest jakos sparowana, wiec te niesparowane maja kolor 1, oraz znaki na parach
sg poprawnie dobrane. Z drugiej — jesli wezmiemy dowolne kolorowanie R zgodne z uzyskanym
sparowaniem, to mozemy je otrzymac jako podniesienie kolorowania na 7', po prostu poprzez
zamiane koloréw 2 i 3 na odpowiednich zebrach. Jako, ze zebro zawiera wszystkie trojkaty,
ktore sg incydentne z zamienianymi krawedziami, i zamienia wzajemnie krawedzie 2 i 3 takim
tréjkatom, to warunek kolorowania bedzie ciagle speliony. ]

Teraz mozemy udowodni¢ zapowiadany fakt, ze w minimalnym kontrprzyktadzie nie moze
wystepowaé krétki cykl (jako przyklad zastosowania twierdzenia powyzej):

Stwierdzenie 3.6. Niech T bedzie minimalnym kontrprzyktadem, za$ R — cyklem w T, po
wyjeciu ktorego zaréwno we wnetrzu, jok i w zewnetrzu cyklu zostajq wierzchotki. Wtedy |R| > 6,
albo tez |R| =5 i po jednej ze stron R lezy tylko jeden wierzcholek.

Dowdéd. . Wezmy dowolny krotki cykl.
Jesli jest on dwuwierzchotkowy, to prosto — wyjecie jego dwoch koncéw rozspaja T’ na
iles kawatkow Xy, Xo, ..., Xj. Ustalamy jedna z dwdch krawedzi cyklu — e. Bierzemy kazdy



taki kawatek wraz z tymi dwoma koncami,wraz z krawedzia e, ale bez tej drugiej (powiedzmy
f). Zauwazmy, ze to, co dostalidmy, to triangulacja (bo wyjmujac f w Scianie zawierajacej f
zastapiliémy f przez e), i jest mniejsza od T, a wiec ma trzykolorowanie krawedzi. Bierzemy
takie trzykolorowanie, w ktérym e ma kolor 1. Zlepienie wszystkich tych trzykolorowan, w
ktorym e i f beda miaty kolor 1, bedzie dobrym trzykolorowaniem 7.

Jesli jest dhuzszy, to mozemy zatozyé, ze jest to cykl indukowany (jesli nie, to ma cieciwe,
i przynajmniej jeden z dwoch krétszych cykli zadanych przez te cieciwe tez jest rozspajajacy).
Przypadki dtugosci trzy i cztery zostawimy na ¢wiczenia, pokazemy, jak zrobié¢ przypadek cyklu
dhugosci 5.

Cykl jest indukowany, wiec reszta T po wyjeciu tego cyklu rozpada si¢ na dwie czesci. Niech
H; bedzie jedna z tych czesci, wraz z cyklem R. Rozwazmy zbior C wszystkich kolorowan R,
ktore sg obcieciami dobrych trzykolorowan H;. Na mocy twierdzenia wyzej jest to zbiér spojny.
Oczywiscie jest tez zamkniety na permutowanie koloréw.

Rozwazmy H; po dostawieniu wewnatrz R wierzchotka v i potaczeniu go ze wszystkimi
wierzchotkami R. Jako, ze wewnatrz R byl wiecej niz 1 wierzchotek, to to, co otrzymalismy
jest triangulacja mniejszg niz T', a zatem ma trzykolorowanie. Z v sasiaduja krawedzie trzech
koloréw (bo dwie takie same nie moga sasiadowaé, wiec dwa kolory nie wystarcza), jednego
z nich jest jeden, a pozostatych po dwa (bo zadnego nie moze by¢ trzy — pewne dwa by
sasiadowaly), skad kolejne krawedzie wychodzace z v maja kolory ababc, zas wobec tego kolejne
krawedzie cyklu — cccab.

Oznaczmy wierzchotki R przez kolejno vy, vs, ..., vs,vg = vy, niech e; taczy v; z v;11. Niech
A;; oznacza kolorowanie, w ktérym krawedz ¢ ma kolor 1, krawedz j ma kolor 2, za$ pozostate
maja kolor 3. Patrzymy na C. Z rozumowania powyzej, w C znajduje sie jakies kolorowanie
Aiitr-

Jedli znajduja sie¢ w C wszystkie kolorowania A; ;1 1, to jest prosto — bierzemy Hs, analogicz-
nie dostawiamy wierzchotek w $rodku R, kolorujemy z zatozenia o minimalno$ci, i dostajemy
jak wyzej ktores z kolorowan A;,;.; — 1 teraz sklejamy dwa kolorowania A; ;.

Jesli w C nie ma wszystkich kolorowan A; ;.+1, to powiedzmy, ze jest Ao, a nie ma Asz. No
to patrzymy na Ais. Skoro C jest spdjny, to znajdzmy takie oznakowane sparowanie M, ze Ao
2-pasuje do M (przypomnijmy, ze e; ma kolor 2). Krawedz e; jest z czyms sparowana — albo z
es, albo z e3 (gdyby byta sparowana z ey4, to es5 byloby sparowane z e3, i sprzecznosé, bo zebra
by sie przecinaty). Gdyby byta sparowana z es, to zamieniajac kolory na zebrze dostalibysmy
kolorowanie Az, sprzecznosé. Zatem mozemy zamieni¢ kolory na zebrze 15, i wobec tego Ass
nalezy do C.

Teraz, niestety, znowu sa dwa przypadki — albo A5 nalezy do C, albo nie. Jesli nalezy,
to OK — bierzemy Hs, kasujemy krawedz v4vs, utozsamiamy vs z vy, dorysowujemy krawedz
v1vy 1 patrzymy na otrzymang triangulacje. To, co moze budzi¢ niepokdj, to utozsamienie v
z vs — ale skoro nie byly potaczone krawedzia, to nie byly wierzchotkami jednej Sciany, wiec
operacja, ktéra przeprowadziliémy, daje dobrg triangulacje, oczywiscie mniejszg niz T, a wiec
trzykolorowalng krawedziowo. Kolorowanie tej triangulacji da nam sytuacje, w ktorej krawedz
v4v3 = V405 jest jakiegos koloru, i tego samego koloru jest jedna z vivs 1 v9v3, zas viv5 1 brakujaca
krawedz z v1vs 1 vov3 sg dwdch pozostatych koloréw — a zatem otrzymujemy kolorowanie As;
lub Ass, z ktérych oba naleza do C, a zatem mozemy znowu sklei¢ po wspolnym kolorowaniu.

Ostatni przypadek to ten, w ktéorym do C naleza Ays i Ass, za$ Aoxz i A5 — wrecz prze-
ciwnie. Jak juz widzieliSmy, szukajac sparowania, do ktérego A5 2—-pasuje otrzymalidémy zebro
15. Teraz szukamy sparowania, do ktérego Ao 1-pasuje. Nie ma w nim zebra 25 (bo wtedy
otrzymaliby$émy kolorowanie Ajs), a zatem jest 23 — czyli mamy kolorowanie A;3. Podobnie
patrzac na Ass 1 szukajac 2—pasujgcego sparowania widzimy, ze nie moze istnie¢ zebro 21, a
zatem istnieje 23 — czyli mamy w C kolorowanie Ags.



Dodajemy do H, krawedzie vavy 1 v9v5 1 kolorujemy. Dwie dodane krawedzie sg dwoch réz-
nych koloréw — zatem ten trzeci kolor wystepuje na krawedzi vyvs oraz w kazdym z tréjkatow
VU1 V5 1 VaU3y, zas$ na pozostatych krawedziach wystepuja dwa pozostale kolory — czyli otrzy-
mujemy jedno z czterech kolorowan wystepujacych w C. Zatem znowu mozemy sklei¢ otrzymane
dwa kolorowania, CBDO. O

Teraz wracamy do ogdlniejszej teorii redukowalnosci. Zauwazmy, ze jesli mamy dwa spdjne
zbiory kolorowan, to ich suma tez jest spojna. Wobec tego jezeli mamy dowolny zbiér kolorowarn,
to istnieje jednoznacznie wyznaczony maksymalny spojny zbiér kolorowan w nim zawarty. Co
wiecej, ten zbior jest obliczalny algorytmicznie — w czasie, oczywiscie, wyktadniczym od |R),
ale — jak sie okaze — wielomianowym od |T|.

Naszym celem jest udowodnié, ze jakas konfiguracja nie moze by¢ zawarta w minimalnym
kontrprzyktadzie. Rozwazmy zatem jaka$ konfiguracje K. Przez jej wolne uzupetnienie S ro-
zumiemy takie dodanie cyklu R otaczajacego K, ze kazdy wierzchotek z brzegu K sasiaduje z
v(v) — degy (v) wierzchotkami z R, i S jest prawie triangulacja, w ktérej wierzchotki z K nie
sasiaduja z zewnetrzem, K jest podgrafem indukowanym S, i regiony K sg regionami S (poza
zewnetrzem, w ktérym zawarte sa wszytkie ,dodatkowe” regiony S).

Wolne uzupekienie to w pewnym sensie ,lokalnie najwieksze mozliwe” uzupetnienie K, inne
uzupelnienia beda powstawaly przez utozsamianie pewnych (nie sasiednich) wierzchotkéw z R.

Rozwazmy zbiér C* wszystkich trzy—kolorowan R, oraz zbiér C wszystkich obcie¢ kolorowan
S do R. Jak wiemy, C jest sp6jny. Cheemy pokazaé, ze jesli C*\C nie zawiera zadnego niepustego
zbioru spéjnego, to minimalny kontrprzyktad nie moze zawiera¢ konfiguracji 7.

Definicja 3.7. Jesli C* \ C, wedle definicji wyzej, nie zawiera Zadnego niepustego zbioru spdj-
nego, to konfiguracje K nazwiemy redukowalng

Lemat 3.8. Jesli mamy dowolng triangulacje T, oraz dowolng wystepujgcq w niej konfiguracje
K, zas S jest wolnym uzupetnieniem K, to da sie przeksztaici¢ S na T tak, ze K przechodzi na
K, oraz zachowana jest relacja incydencyi.

Nie bedziemy dowodzi¢ tego lematu, trudno nie zgodzié¢ si¢ z autorami pracy, ze wida¢ jak
to zrobi¢, ale sympatyczne to to nie bedzie. Drugim podobnym (tj. czytelnym, ale zmudnym)
wynikiem jest:

Lemat 3.9. Niech K bedzie konfiguracjg w T, S jej wolnym uzupelnieniem z cyklem otaczajg-
cym R, zas$ ¢ — mapg wktadajgcg S w T. Niech H bedzie prawie triangulacjq otrzymang przez
wyrzucenie wierzchotkow z K 1 uznanie stworzonego tak regionu za nieskonczony. Wtedy H jest
(faktycznie) prawie striangulowane, zas ¢ stanowi nakrycie brzegu zewnetrza w H przez R.

Twierdzenie 3.10. Jesli konfiguracja K wystepuje w minimalnym kontrprzykladzie, to nie jest
redukowalna.

Dowdd. Rozwazmy konfiguracje K. Rozwazmy jej wolne uzupekienie S przez cykl R, a na-
stepnie nakrycie sasiedztwa K w T przez R jak wyzej. Niech H bedzie prawie triangulacja jak
wyzej (tj. powstala przez wyciecie K). Wtedy zaréwno H, jak i samo K, jest trzy—kolorowalne.
W obydwu bowiem tych przypadkach mozna odpowiednia prawie triangulacje uzupeic¢ do
triangulacji dodajac krawedzie, i nastepnie skorzysta¢ z zatozenia o minimalnosci K.

To teraz rozwazmy zbiér wszystkich podniesien do R kolorowan H. On jest, jak wiemy,
spéjny. Z drugiej strony, jesli rozwazymy zbiér wszystkich podniesieri do R kolorowan ¢(S), to
tez dostaniemy zbiér spojny. Te dwa zbiory spdjne musza by¢ roztaczne — bo gdyby istniat
element wspdélny, to moglibySmy go przenies¢ przez ¢. Ale z zatozenia o redukowalnosci K,



po wywaleniu zbioru podniesienn kolorowan S do R nie zostaje zaden roztaczny zbiér spdjny,
sprzecznos¢. Zatem faktycznie mamy metode dowodzenia, ze pewne konfiguracje nie moga sie
pojawi¢ w minimalnym kontrprzyktadzie. O

Teraz autorzy pracy wzieli i wypisali zbior 633 konfiguracji, ktore sa redukowalne albo w
powyzszym sensie (nie istnieje niepusty, spdjny zbioér kolorowan cyklu otaczajacego, roztaczny z
obcigciami kolorowan wolnego uzupetnienia konfiguracji), albo w ciut bardziej skomplikowanym
sensie, ktorego tu nie przesledzimy.

Sprawdzanie redukowalnosci jest, niestety, mato wykonalne recznie (co sprobujemy przeana-
lizowaé nieco na ¢wiczeniach).

Teraz uwaga skad to sie wzieto — istnieje hipoteza Heescha, ktéra charakteryzuje, ktore
konfiguracje maja szanse by¢ redukowalne. Wobec tego autorzy pracy generowali (losowo) rézne
ukltady (konkretnie — brali wierzchotek i zgadywali jego otoczenie rzedu dwa, czyli sasiadéw i
sasiadow sasiadow ), patrzyli na wystepujace tam konfiguracje, i sprawdzali, ktére sposréd tych,
ktére spelniaja hipoteze Heescha uda im sie zredukowaé (tj. zapuszczali algorytmy testowania
redukowalnosci).

Autorzy pracy twierdzg, ze sprawdzenie redukowalnosci wszystkich 633 konfiguracji zajmuje
tacznie okoto paru godzin pracy komputera.

3.2 Nieunikniono$é¢ konfiguracji

Mamy zatem liste 633 konfiguracji, i chcemy pokazaé, ze w kazdym minimalnym kontrprzykta-
dzie musi wystapi¢ ktéras z nich. Do tego uzyjemy dischargingu.

Robimy tak — tadujemy kazdy wierzchotek tadunkiem 10(6 — deg(v)). Zauwazmy, ze skoro
méwimy o triangulacji 7', to 35S = 2K, czyli wzér Eulera przyjmuje postaé W = K /34 2. Takie
tadunki startowe sa réwnowazne natadowaniu kazdego wierzchotka tadunkiem 60, a kazdej kra-
wedzi tadunkiem —20, i potem roztadowaniu krawedzi na przylegte wierzchotki. Zatem taczny
startowy tadunek to 120 (co otrzymujemy mnozac wzér Eulera stronami przez 60).

Teraz definiujemy reguty roztadowywania wierzchotkéow. Zdefiniujemy 31 regut. Kazda z nich
bedzie miata postaé pewnego podgrafu wraz z zadanymi stopniami wszystkich wierzchotkow.
Dana reguta wymusza przeptyw tadunku ze Zrodta do ujscia raz na kazde wystapienie w grafie.

Jak zazwyczaj, stosujemy discharging raz, dla wszystkich regut na raz, i nast¢pnie szu-
kamy wierzchotka o dodatnim tadunku. Nalezy udowodnié¢, ze jesli zadna z wymienionych 633
konfiguracji nie wystepuje w grafie, to wszystkie wierzchotki musialtyby mie¢ stopien ujemny.

Tu dowdd jest réwniez niesterowny (tj. nieprzeprowadzalny recznie). Szkicowo — przebiega
on tak. Wezmy dowolny wierzchotek, i zalézmy, ze po roztadowaniu ma on ostro dodatni tadu-
nek. Rozbijamy na przypadki w zaleznosci od stopnia tego wierzchotka.

Whpierw dowodzimy, ze przeptyw miedzy dwoma wierzchotkami wynosi (jesli nie ma zabro-
nionych konfiguracji) co najwyzej pie¢. Tego dowodzimy w zaleznosci od stopnia zrédta (dlatego,
ze we wszystkich regutach stopien zrédta jest ograniczony przez 8). Przyktadowo dla zrédia o
stopniu 5, przeptyw do ¢ moze by¢ powodowany przez pierwsza regute (w sumie 2 przeptywu,
zawsze), przez regute druga (maksymalnie dwa przeptywu dla ustawienia wierzchotka z dwoch
stron) i przez regule trzecia (tez maksymalnie dwa). Zeby jednak i druga, i trzecia reguta byta
stosowalna dwa razy, to obydwaj wspdlni sasiedzi zrédla i ujscia musza by¢ stopnia 5 (regula
2), oraz obydwaj unikalni sasiedzi zrédta musza by¢ stopnia 5 (reguta 3) — przypomnijmy, ze
zrodto ma stopien pieé¢, czyli oprocz ujscia ma czterech sasiadéw. Wobec tego jednak trzech
kolejnych sgsiadéw zrédla wraz ze zrédltem tworzy konfiguracje pierwsza.

Analogiczne (cho¢ oczywiscie z wieksza liczba przypadkéw) dowody prowadzi sie dla zrodet
stopnia 6, 7 1 8 (najbardziej ztozony jest stopien 7, ktory opisywany jest przez najwieksza liczbe



regut). Wobec tego, w szczegdlnosci, wiemy, ze wierzchotki stopnia 12 lub wiekszego beda miaty
po roztadowaniu niedodatni tadunek — bo startowo miaty tadunek 60— 10d, a zyskaly najwyzej
5d przy roztadowywaniu.

Teraz jeszcze zauwazmy, ze wszystkie reguty siegaja najdalej do drugiego sasiedztwa za-
rowno zrodla, jak i ujscia. Drugie sasiedztwo wierzchotka ma przyjemny ksztalt — sktada sie
z wierzchotka oraz dwéch roztacznych cykli dookota niego. Krawedzie, oprocz krawedzi cyklo-
wych, to krawedzie od srodka do pierwszego cyklu i od pierwszego cyklu do drugiego, przy czym
najbardziej lewa krawedz danego wierzchotka z pierwszego cyklu idzie do tego samego wierz-
chotka, co najbardziej prawa krawedz jego lewego sasiada. Dowolne inne krawedzie w grafie
wyprodukowatyby nam cykl rozspajajacy o mniej niz pieciu wierzchotkach.

Uzasadnijmy sobie teraz, ze problem, ktéry nam pozostat jest skoniczony (autorzy twierdza,
ze jest sprawdzalny na domowym komputerze). Otéz mamy wierzcholtek stopnia od 5 do 11.
Patrzymy na jego otoczenie. Kazdy wierzchotek z tego otoczenia ma stopien od 5 do 8 albo
9+. Zauwazmy, ze stopien wierzchotka 9+ nie gra roli — taki wierzchotek na pewno nie jest
zrodtem, spelnia te sama role we wszystkich regutach (gdzie nie pytamy o stopien wierzchotkéw
stopnia wiekszego niz 8), oraz nie wptywa na ksztal sasiedztwa innych wierzchotkéw (co prawda
wystepuje w czesci wykluczonych konfiguracji, ale mozemy zatozy¢, ze kazdy wierzchotek stop-
nia 94 ma na tyle wysoki stopien, by nie dotyczyly go wykluczenia z powodu niedozwolonych
konfiguracji — te konfiguracje bylty potrzebne do dowodu lematu o sumie przeptywéw). I dalej
mamy drugi pierscien sgsiedztwa, w ktorym podobnie mozemy ustali¢ wszystkie stopnie, przy
czym chwila uwaznego przyjrzenia sie regutom prowadzi nas do wniosku, ze w wiekszosci przy-
padkow stopnie unikalnych sasiadéw nie bedg nas interesowaé. Nastepnie dla kazdego takiego
rysunku wycinamy go od razu, jesli zawiera ktoras z zabronionych konfiguracji, a jesli nie, to
liczymy przeptyw do ujscia, i sprawdzamy, ze koncowy tadunek bedzie niedodatni. Ta czesé
powinna na sprawnym komputerze policzy¢ sie szybciej niz w godzine.



