1  Wyktad czwarty — wstep do ekspanderdw

Definicja 1.1. Dla grafu G = (V, E') macierza sasiedztwa tego grafu M (G) nazwiemy macierz,
gdzie wiersze i kolumny indeksujemy elementami V', i a,, = 1 dla vw € F, a 0 wpp.

Definicja 1.2. Multigraf, graf z petlami.

1.1 Ekspansja kombinatoryczna

Definicje: multigraf, graf z petlami, graf d-regularny.

Definicja 1.3. Wspotcezynnik ekspansji wierzchotkowej grafu do a (oznaczany hY (G)) to

inf (IN{SH = [SD/IS]-

SCV(G):|S|<alV(G)]
Wspotezynnik ekspansji wierzchotkowej hY' (G) bez parametru to h}//Q(G).

Przypomnie¢ definicje N{S}. Skoro graf jest d—regularny, to to cos jest nieujemne (bo zbiér
S wypuszeza d|S| krawedzi, ktére wchodza do co najmniej |S| wierzchotkéw). Czyli w szczegdl-
nosci ekspansja wierzchotkowa grafu niespojnego to zero, zas ogélnie ekspansja wierzchotkowa
do a grafu nie moze przekroczy¢ (1 — a)/a z doktadnoscia co do asymptotycznie nieistotnych
probleméw z podzielnoscia (dla |S| = a|V(G)]).

Definicja 1.4. Wspoétcezynnik ekspansji krawedziowej grafu (ozn. h%(G)) to

|E(S, 9)I/I5.

m
SCV(G):|SIKIV(G)]/2

To tez mozna by definiowaé dla a, ale tu chyba nie ma sensu (by¢ moze powyzej tez nie ma,
zobaczymy). To dla grafu niespdjnego znowu jest zerem, a ogdlnie nie przekracza d.

Fakt 1.5. Jako przyktad — oblicz ekspansje wierzchotkowa i krawedziowa powiedzmy kliki K,
(wierzchotkowa to 1, krawedziowa to n).

Fakt 1.6. Jesli graf ma ekspansje wierzchotkowa h, to ma ekspansje wierzchotkowa A (innymi
stowy, h® > hY).

Dowd6d. Wezmy zbiér S, on ma (1 + h)|S| sasiadow, czyli przynajmniej h|S| sasiadow poza S,
czyli wychodzi z niego przynajmniej h|S| krawedzi. O

W druga strone nie ma implikacji:
Fakt 1.7. Niech G = Ky, 9,. Wtedy 2V (G) = 0, h?(G) = n/2.

Dowd6d. Do pierwszego bierzemy za S jedna ze stron grafu. Do drugiego niech w .S bedzie k
wierzchotkéw z jednej il z drugiej, wtedy |E(S, S)| = k(n—10)+l(n—k) = (k+1)n—2kl/(k+1).
Lewy sktadnik to n|S|, prawy maksymalizuje si¢ dla k = [ = n/2, co daje n|S|/2, cbdo. O



1.2 Motywacje: redukcja losowosci i btadzenia losowe
1.2.1 Redukcja losowosci

Dla ustalenia uwagi, skupmy sie na nastepujacej definicji algorytmu randomizowanego:

Definicja 1.8. Algorytm A(z,y) dla jezyka L nazwiemy randomizowanym z jednostronnym bte-
dem, jesli dla wejscia x i y bedacego ciagiem m(|x|) losowych bitéw (z jednostajnym rozktadem),
jesli x ¢ L to odpowiada NIE z prawdopodobienstwem 1, za$ jesli z € L to odpowiada TAK z
prawdopodobienstwem co najmniej 1 — p4 (czyli myli si¢ z prawdopodobienstwem co najwyzej
pa, 1 potrafi tylko powiedzie¢ czasem NIE jesli x € L). Zatézmy dodatkowo, ze ps < 1/4.

Przyktadem takiego algorytmu jest test Millera-Rabina czy Solovaya—Strassena, czy liczba
jest pierwsza. W przypadku takich algorytméw, by mie¢ wiasciwie pewnosé, czy x € L, powta-
rzamy go niezaleznie k razy. Szansa, ze nasz algorym nas oszukal jest wtedy co najwyzej p%
— maleje wyktadniczo. Lecz, jesli w jednym przebiegu nasz algorytm potrzebowal m = m(|x|)
bitéw losowych, to by uruchomic¢ go k razy, potrzebuje km bitéw. Bity prawdziwie losowe sg
do$¢ drogie — w praktyce czesto bierze si¢ je z obserwowania $rodowiska: ruchéw myszka, tem-
peratury procesora itd — lecz te zrédta maja do$¢ mala przepustowosé. Zredukowanie wiec
liczby potrzebnych bitow ma sens.

Spojrzmy wpierw na taki pomyst:

1. Wezmy G — graf o 2™ wierzcholkach (etykietowanych ciagami m-bitowymi), d-regularny,
i o dobrej ekspansji K. Nie chcemy go konstruowa¢ w pamieci catego: chcemy tylko, bedac
w wierzchotku v umie¢ szybko przeiterowaé N (v).

2. Wylosujmy yg — wierzchotek G.
3. Wezmy stalta ¢ i pusémy A(z,y) dla kazdego y, takiego ze dg(x,y) < c.

Losowo$¢ ograniczyliSmy tutaj do m, ale kosztem czasu: uruchamiamy A okolto d¢ razy. Zo-
baczmy, co nam to daje. Wezmy z € L i niech Z(z) = {y : A(x,y) = 0}, czyli zbiér tych
wierzchotkéw G, gdzie algorytm A daje zta odpowiedz dla z. Dla y € V(G) definiujemy
B.(y) = {y : da(y,y’) < ¢}, czyli kula o promieniu ¢. Niech Z = {y : B.(y) C Z(x)}, to
sg te y, ktore, jesli wylosujemy w naszym ulepszonym algorytmie, to zle odpowiemy. Mamy
wiec B.(Z) C Z(x), czyli | Z| < 2™ /4. Wobec tego, na mocy definicji ekspansji |B;(Z)| > K'|Z|
dla 0 <7 < ¢, czyli
2@ _ 2

K¢ 4Ke
Czyli szansa porazki wynosi co najwyzej 1/(4K¢) — nam maleje wyktadniczo z wzrostem c.

W poprzednim przyktadzie poswieciliémy jednak duzo czasu. Spojrzmy na taki pomyst:

7] <

1. Wezmy G — graf o 2™ wierzcholkach (etykietowanych ciagami m-bitowymi), d-regularny,
i o dobrej ekspansji.

2. Wylosujmy y; — wierzchotek G i pusémy A(x,y).
3. Nastepnie k — 1 razy wylosujmy y;,1 — sasiada y; — 1 pusémy A(x, y;11).

Intuicyjnie, to powinno niezle dziata¢. Jesli G ma dobra ekspansje, bedziemy w ten sposob
symulowa¢ losowanie niezalezne kolejnych y;. Wida¢, ze tu tez zredukowalidémy liczbe bitow
losowych: potrzebujemy teraz m + (k — 1) log, d. Do precyzyjnego dowodu, ze to dobrze dziala,
potrzebujemy jednak paru narzedzi.



1.2.2 Btladzenie losowe

Wida¢, ze w redukcji losowosci pojawito sie nastepujace bladzenie losowe: zaczynamy z ja-
kiegos wierzchotka i nastepnie za kazdym razem losujemy jednego z d sasiadéw i do niego
idziemy. Sprébujmy to sformalizowaé. Niech p = (p;)7.; bedzie rozktadem prawdopodobien-
stwa na wierzchotkach grafu G, tj. 0 < p; < 11 X", p; = 1 (z prawdopodobieristwem p;
jestesmy w wierzchotku 7). Zrébmy jeden krok bladzenia losowego. Zauwazmy, ze teraz rozktad
prawdopodobienstwa wynosi

~M(G)p.

()

Tym, ktorzy bardziej uwazali na zajeciach z algebry liniowej, metod numerycznych czy réwnan
rozniczkowych moze si¢ teraz przypomnied, ze o zachowaniu takiego wyrazenia mozna co$ wy-
wnioskowaé, robiac rozktad Jordana macierzy M (G) i co$ tutaj maja do rzeczy wartosci wlasne
M (G). Zajmiemy sie wiec teraz analiza spektralna M(G).

Po k krokach bedzie to

1.3 Przerwa spektralna i teoria algebraiczna

Przypomnijmy, ze dla macierzy M méwimy, ze v jest wektorem wlasnym M z wartoscia wtasna
A, jesli Mv = Av. Wartosci wlasne, przypomnijmy, sa pierwiastkami wielomianu det(M — AI),
a zatem jest ich dokladnie n (z krotnosciami).

Ale: macierz M (G) jest symetryczna. Przytoczmy twierdzenie z algebry liniowej. Nie be-
dziemy go tu dowodzi¢ (choé nie jest to bardzo trudne).

Twierdzenie 1.9. Niech M bedzie macierzg symetryczna nad R. Wéwczas rozktada si¢ ona nad R
na UDU L, gdzie U jest ortonormalna (U=t = U7, rzedy U to wektory wzajemnie prostopadte,
o dtugosci 1, ezyli wyznaczajace baze¢ ortonormalna), zas D jest diagonalna.

W szczegolnosci, z tego twierdzenia wynika, ze:

1. Wszystkie wartosci wtasne M (G) sa rzeczywiste i jesli warto$¢ wlasna A pojawia sie i
razy, to ma ¢ wektoréw wlasnych. Oznaczmy \; > Ay > ...\, wartosci whasne M(G).

2. Mamy baze ortonormalng wektoréw wlasnych M(G), bo macierz diagonalna tak ma, a
U to tylko ortonormalna zamiana bazy. Oznaczmy przez v; wektor wlasnym dla \; w tej
bazie.

3. Pierwsza warto$¢ wasna to max x” Ax/zTz, druga to to samo maksimum, ale po wekto-
rach prostopadtych do vy, etc.

4. 7 kolei jesli chcemy szukac¢ wartosci wtasnych maksymalnych co do modutu, to rozpatru-
jemy ||Azl|/||x]|, tu znowu mozemy schodzié¢ na przestrzenie prostopadte, lub réwnowaznie
max |27 Ax|/2Tx.

5. Jesli v = 31 | av;, to vl Av = 30 Na?.

Ponizej zamieszczamy (dla chetnych) szkice dowodéw czesci ponizszych faktéw, w tym twier-
dzenia 1.9.

Dowod. e ) jest wartoscia wtasna M <= istnieje wektor v, ze Mv = A\v <= istnieje wektor
v, ze (M — A )v = 0 <= macierz M — AI nie jest pelnego rzedu <= det(M — A\I) = 0.



e Niech v, w beda wektorami wtasnymi odpowiadajacymi warto$ciom wlasnym A # p.
Wtedy A (v, w) = (Av,w) = <v, ATw> = (v, Aw) = p (v, w), skad (jesli A # u) dostajemy
(v,w) = 0.

e Wartosci wlasne sa rzeczywiste: jakas wartos¢ wlasna istnieje (bo zasadnicze twierdzenie
algebry), jesli jest zespolona, to A(v + iw) = (a + ib)(v + iw), gdzie v 1 w sa wektorami
rzeczywistymi, i ktérys jest niezerowy. Sprzegam, A(v — iw) = (a — ib)(v — iw). To teraz
policzmy (v — iw)T A(v + iw) = (a + ib)(v — iW)T (v + iw) = (a + ib)(Jv|* + |w]?), ale z
drugiej strony (v — iw)T A(v + iw) = (A(v — iw))T (v + iw) = (@ — ib) (v — w)(v + iw) =
(a —ib)(Jv]* + |w|?). Wobec tego b = 0.

e Jedyna ciut trudniejsza czes¢ jest taka, ze w wypadku symetrycznym k—krotnej wartosci
wtasnej odpowiada podprzestrzen wektorow wtasnych wymiaru k. Ja to umiem zrobi¢ do-
wodzac, ze macierz symetryczna sie diagonalizuje ortogonalnie. Dowod leci tak — wezmy
dowolna wartos¢ wlasna A i jej wektor wiasny v;. Uzupemlijmy jakkolwiek v; do bazy
ortonormalnej (zaktadam, ze v; jest znormalizowany), ustawmy te wektory jako kolumny
macierzy V. Wtedy Ve, = v;. Wobec tego VT AVe; = A\VTv; = Xey, czyli e; jest war-
todcia wlasng VT AV, czyli pierwsza kolumna tej macierzy to (), 0,0,...,0). Co wiecej,
(VIAV)T = VTATV = VT AV, czyli to jest macierz symetryczna. Wobec tego pierwszy
wiersz wyglada tak samo, a poza tym mamy podmacierz wymiaru (n — 1) x (n —1). Ta
podmacierz jest symetryczna, i diagonalizujemy ja indukcyjnie. I juz. Wobec tego mamy
diagonalizacje ortonormalng. Jako, ze zaréwno wielomian charakterystyczny, jak i wymiar
podprzestrzeni wtasnej to niezmienniki podobienstwa macierzy, to wystarczy zauwazyc,
ze fakt, ktérego dowodzimy jest prawdziwy w sposob trywialny dla macierzy diagonalne;j.

e Jak mamy baze ortonormalng wektoréw wtasnych, to wyrazenie z? Az pisze sie jako
S \ia?, gdzie ¥ = 3 av;, 7z czego wynika charakteryzacja kolejnych wartosci wasnych.

Druga wynika z tego, ze | Az|| = \/<Ax, Az) = \/Z A2a? dla wektora normalnego .
[

Dla multigraféw nieskierowanych M (G) jest symetryczna. Jesli G jest d-regularny, to suma
elementow w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie M (G) jest roéwna d.

Fakt 1.10. d jest warto$cia wlasna M (G) odpowiadajaca wektorowi (1,1,...,1). To jest naj-
wicksza co do modutu warto$é wlasna M(G) (to datem na ¢wiczenia).

Dowdd. Ze jest wartoscia wlasna, to wystarczy przemnozyé, wynika z regularnosci. Ze jest
najwieksza co do modutu to tatwo sprawdzi¢, ze pierwsza norma wektora po pomnozeniu przez
A rosnie co najwyzej d razy. O

Definicja 1.11. Wzgledna przerwa spektralng A(G) grafu d-regularnego G nazwiemy liczbe
d — g, gdzie Ay jest druga wartoscia wlasnag macierzy M (G). Bezwzgledna przerwa spektralna
A'(G) nazwiemy d — max(|Aal, [An]).

Uwaga — (zapewne za dwa wyktady) udowodnimy, ze to faktycznie ma zwiazek z ekspansja.

Przyktad:

Fakt 1.12. Graf niesp6jny ma wzgledna i bezwzgledna przerwe spektralng 0 (a takze, oczywiscie,
ekspansje wierzchotkowa i krawedziowa zero).

Dowodd. Niech Vi C V' bedzie zbiorem wierzchotkéw pewnej spojnej sktadowej G. Wtedy
M(G)1y, = dly,, a zatem 1 jest podwdjna wartoscia wasng M. ]



Fakt 1.13. Klika ma wzgledng i bezwzgledna przerwe spektralng d = N — 1.

Dowdd. Pierwszg wartoscia wlasna jest oczywiscie N — 1. Jedli wezme dowolny wektor prosto-

padly do (1,1,...,1), to Av = 0, skad v jest wektorem wtasnym z wartoscia wlasng zero —
czyli przestrzen tych wektorow ma wymiar n — 1, a zatem wszystkie pozostate wartosci wtasne
sq zerami. N

1.4 Potaczenie teorii — btadzenia losowe

Majac w reku narzedzia spektralne, mozemy zanalizowaé¢ btadzenie losowe. Jak juz zauwazyli-
Smy wczesniej, zaczynajac od rozktadu p, po k krokach bedziemy mieli rozktad prawdopodo-

bienstwa X
M(G
) — (Eﬂ) v

Skorzystajmy z rozktadu M(G) = UDU™! i niech p = ¥ ; a;v;. Wowezas

™ = sz‘ <Z> ;.
i=1 d

Co oznacza, ze wspétezynniki p®) przy v; dla i # 1 wygasaja wykltadniczo (i tym szybciej, im
wieksza jest bezwzgledna przerwa spektralna), a ten przy v, zostaje. Czyli p*) zbiega wyktad-
niczo do vy, czyli rozktadu jednostajnego. Bezwzgledna przerwa spektralna rzadzi predkoscia
zbiegania.

1.5 Potaczenie teorii — dowody zaleznosci ekspansji kombinatorycznych i spek-
tralnych

Teraz zbadamy zaleznosci pomiedzy czterema zdefiniowanymi pojeciami ekspansji. Generalnie
wzgledna przerwa spektralna odpowiada ekspansji krawedziowej, a bezwzgledna — wierzchot-
kowej. W szczegblnosci hY (G) < hF(G) oraz A'(G) < A(G).

(wiekszos¢ z tego, co ponizej, przeleci na szosty wyktad)

Teraz udowodnimy dwa twierdzenia, pierwsze wiazace A(G) z h(G), a drugie — A'(G) z
Y (G).

Twierdzenie 1.14. Niech G bedzie grafem d-regularnym. Wtedy

A(G)/2 < hE(G) < /2dA(G).

Whpierw moze komentarz — kluczowe w tych stwierdzeniach jest to, ze nie ma zaleznosci
od N — czyli jesli mamy jakas ekspansje krawedziowa, to dostaniemy jaka$ wzgledng przerwe
spektralng, i na odwrot.

Dowod. Wpierw prosty kierunek — ze wzgledna przerwa spektralna daje ekspansje krawe-
dziowa. Zaldézmy, ze mamy wzgledng przerwe spektralna A. Wezmy jakis zbior S. Wpierw
zauwazmy, ze jesli weZmiemy wektor 1g, to 15Alg to liczba krawedzi taczacych S i S'. A
tymczasem pierwsza warto$é wlasna to supremum napiséw z? Az /2xTx, zag druga to supre-
mum tych samych napiséw po z prostopadtych do (1,1,...,1), czyli sumujacych sie do zera.
Zrébmy zatem wektor sumujacy si¢ do zera: ktadziemy x = 15/|S| — 15/|S|. Wtedy wiemy,

e (d—A) > (aTAz)/(27z) = (E(S, S)/IS[? — 2E(S, 5)/|S]18] + E(8, S)/\é\?)/(; + &



Wyliczamy E(S,S) = (d|S| — E(S,5)) i E(S,S) = (d|S| — E(S,S)), wstawiamy, dostajemy
(4= 8) > (d/18]+d/I5] - B(S, 5)(1/IS? = 2/IS18| + 1/I5) ) /(1/18] + 1/13]). Niech ¢ = 1/
S| + 1/]S|, to dostajemy (d — A) > (cd — E(S,S)c?)/c = d — cE(S, S). Teraz zauwazmy, ze
|S|e = 1+% < 2dla |5 < |V(G)|/2, skad mamy E(S,5)/|S| > A/2. Biorac po lewej infimum,
dostaje h¥(G) > A/2. To jest HLW 36.

Teraz w drugg strone, to jest nieco trudniejszy kierunek. Wezmy macierz A, niech x be-
dzie wektorem wlasnym odpowiadajacym wartosci wtasnej As. Niech Z bedzie réwne z tam,
gdzie wspoétrzedne x sa dodatnie, i zero wszedzie indziej. Zakltadamy, ze z ma co najwyzej
|V (G)|/2 niezerowych wspodlrzednych, w przeciwnym razie mozemy spojrze¢ na —z. Spdjrzmy
na Y wep |72 — T2 | (ta wielkoéé pozwala powigzaé¢ kombinatoryczne wlasnoéci ekspansji z wia-
snosciami spektralnymi, warto ja zapamietac).

7 jednej strony mozemy to powiagzaé z ekspansjg krawedziowa nastepujaco: uporzadkujmy
wierzchotki vy, v, ..., v, tak, by @y, > &, > ... > ,,. Niech i < j, przedstawmy |Z2 — fﬁj\ =
YT — 7}, - Teraz réznica 77, — 7 dlakonkretnego k pojawia si¢ w tej sumie raz dla kaz-
dej krawedzi taczacej {v1,va, ..., vk} 2 {Vks1, ..., v, }. Tardznica jest zerowa dla k > n/2, a dla
mniejszych k£ mozemy skorzystaé¢ z ekspansji krawedziowej, i powiedzie¢, ze tych krawedzi jest
minimum khF(G). Stad X pep |72—22 | = ) khE(G) (27 —77,,) = WP(G) Cp 27 = WP (G)||z|%

Z drugiej strony mozemy tez te warto$¢ powiazaé z przerwa spektralna. Ot6z 3 ,,cp |72 —

22| = S pwer [To—T0||To+Tw| < \/Z |z, — fw|2\/2 |Z, + Ty |? z nieréwnosci Cauchy—Buniakowskiego—
Schwarza. Kazdy z fragmentéw szacujemy oddzielnie.

Drugi jest prostszy: \/Z |Zy + Zy|? < \/Z 2(z2 4+ 22) = +/2d||z|), bo skoro sumujemy po
krawedziach, to kazde z2 pojawia si¢ dokladnie d razy w sumie.

Pierwszy jest tez prosty: rozwazmy 3 |T, — Z,|?, i otwérzmy nawiasy. To pojawi si¢ d
razy kazdy 72, to juz ¢wiczylidmy, oraz —23 cp ToTw = — Sop To 2w vwTw (dWojka znika,
bo kazdy iloczyn pojawia sie raz przy sumowaniu po v, a raz po w). Czyli 3 |Z, — Zu|* <
d|Z]]? — X0 To Sw GowTw < d||Z]|* — Xy To Xw GowTw — liczby x,, tam, gdzie r6znig si¢ od T,
to sg ujemne, mnozymy przez co$ dodatniego i odejmujemy, czyli calos¢ wzrasta po zamianie.
Stad = d||Z]|? — X, Tv Xw GowTw = d||T]|? — X, Tudoz, = d||Z]|* — A||Z]|* (bo tam, gdzie mamy
ujemne 1zeczy w ,, to MNozymy przez zera w ). Stad /3 |7, — Tw||? < [|Z]|VA.

Laczymy otrzymane nieréwnoéci w jedna, i dostajemy h(G)|Z||? < ||Z)?*v2d\/A(G), dzie-
limy stronami przez ||Z||? i dostajemy teze. O

W HLW 36-37 sa przyktady, ze to jest ciasne. Oni twierdza, ze jedno cisnienie daje kostka,
a drugie cisnienie daje cykl. Zrobimy na ¢wiczeniach.

Definicja 1.15. Kwadratem grafu G' nazwiemy graf, ktérego macierza sasiedztwa jest M?(G).
Krawedzie w G? odpowiadajg $ciezkom dtugosci dwa w grafie G.

Fakt 1.16. 1Y (G) < hY(G?).

Dowd6d. Wezmy dowolny zbior S C V(G?) = V(G). Wtedy w G ma on przynajmniej (1 +
hY(@))|S| sasiadéw. Wezmy dowolny T C Ng{S}, gdzie |T'| = |S| (przypomnijmy, ekspansja
wierzchotkowa jest zawsze nieujemna, wiec sie da). I teraz z ekspansji dla G mamy |Ng{T'}| >
(L+ RV Q)T = (L +hY(@))|S], a Ne{T} C Ne{Na{S}} = Ne={S}. O

Twierdzenie 1.17. Niech G bedzie grafem d-regularnym. Wtedy

& = (d= N(G)P?
P+ (A= MO

<WV(G) < dV2\ /& — (d - A(G))2.




Dowdd. Bedziemy rozwazaé zwiazki miedzy ||v|| a ekspansja. Tu nie trzeba robié tej sztuczki
z odejmowaniem, bo interesuje nas druga co do modutu wartos¢ wlasna, czyli po prostu eks-
tremalizujemy ||Av||/||v]] po S v; = 0. Zauwazmy, ze [[v]|* > 1/|suppv| dla [jv]|; = 1 (to
jest nieréwnosé CBS: 1 = |||y < /|suppv|||v]|). No to wezmy dowolny wektor v = 1g/
|S|. Przepuszcamy go przez macierz A, dostajemy Av, i ||Av||* > d?/|suppAv| = d?/|T(9)],
za$ ||v||* = 1/]S]. Teraz kazdy z tych wektoréw po odjeciu n bedzie prostopadty do n, czyli
IS| = ol* = |In|* + [[v'[]* = 1/N + |||, oraz &*/IT'(S)| < ||Av[]* = ||An + Av'|]? =
|ldn + AV'||? = @2||n|)* + ||AV'||? < d?/N + N?||v'||>. Dzielimy druga réwno$¢ przez d* i wsta-
wiamy [[v'|| z pierwszej, dostajemy 1/|T'(S)| < 1/N + (A/d)*(1/|S| — 1/N). Teraz N > 25|, i
1/N jest po prawej z dodatnim wspoteznynnikiem, czyli 1/|T(S)| < (A/d)?/]S]|+ (1 — (A\/d)?)/
2[5, co daje [D(S)| > |S] esy, cayli BV (G) > T2,

To teraz jesli mamy ekspansje wierzchotkowa h dla G, to mamy wierzchotkows h dla G? z
faktu powyzej, to mamy krawedziowa h dla kwadratu G? (bo wierzchotkowa jest nie wigksza niz
krawedziowa) to mamy wzgledna przerwe dla kwadratu (z twierdzenia poprzedniego), to mamy
bezwzgledna przerwe dla grafu pierwotnego (bo wartosci wlasne kwadratu macierzy to kwadraty

wartosci wlasnych macierzy). I juz, dostajemy, mam wrazenie, ze Ay, > d —1/d? — %. To nie
jest najlepszy mozliwy wynik, bo jak mamy ekspansj¢ wierzchotkowa, to da si¢ wydusic¢ lepsza
ekspansje spektralng niz tylko przechodzac przez krawedzie, ale jest akceptowalny, bo dowodzi,
ze jak jest ekspansja wierzchotkowa niezalezna od N, to jest i spektralna niezalezna od N. [

RV (G)2
d? — 242

To powyzej z gory odpowiada szacowaniu A'(G) > d — . Da sie wyciagnaé

lepiej:

Twierdzenie 1.18. A'(G) > d — | /d® — o5

(ten dowdd jest w DH).

2 Wryklad piaty — zygzak

Przypomnijmy sobie pokrotce poprzedni wyktad. Wprowadziliémy pojecia ekspansji wierzchot-
kowej, krawedziowej, oraz dwoch przerw spektralnych, pokazaliSmy, ze odpowiednia przerwa
spektralna wigze si¢ z odpowiednig ekspansja. Tu moze podam jeszcze jeden wynik, ktory nie
zmiescit sie¢ na poprzednim wyktadzie — Expander Mixing Lemma:

Twierdzenie 2.1 (Expander Mixing Lemma). Niech d bedzie grafem d-regularnym o n wierz-
chotkach, i A = d — A’(G). Wtedy dla kazdych S, T C V', zachodzi

d|S||T
a5, 1) - P2 < s

n

To méwi, ze im wieksza przerwa spektralna (bezwzgledna), tym bardziej graf przypomina
graf losowy — po lewej stronie mamy roznice miedzy faktyczng liczba krawedzie miedzy S i T,
a tym, czego oczekujemy po grafie losowym. Dowdd pewnie bedzie na ¢wiczeniach, ale spisuje
go dla porzadku.

Przypomnijmy, ze motywacja tego sportu byto zastosowanie w algorytmach losowych. Idea
— chocby ta najprostsza — byta taka, ze biorgc d° wierzchotkéw otrzymujemy — bez dodatko-
wego marnowania losowych bitow — algorytm, ktory myli sie z prawdopodobienstwem najwyzej
m, a dziala w czasie d°. Stosowalismy do tego ekspander na 2 wierzchotkach, o stopniu
d i ekspansji hy .



Zeby ta idea miala sens, to musimy byé w stanie wykonstruowaé ekspander, ktéry ma
dowolnie wiele wierzchotkéw, a staly stopien i oddzielong od zera ekspansje. Co wiecej (choé
tym bedziemy sie zajmowaé dzi$ ciut mniej) potrzebujemy, by byt on lokalnie konstruowalny
— tj. by w rozsadnym czasie (np. Poly(d)Polylog(N)) dalo sie okresli¢ sasiedztwo wierzcholka,
bez konstruowania calego grafu (bo graf na 2%V wierzchotkach, nalezy zalozy¢, nie mieéci nam
sie w pamieci, a nawet gdyby, to jesli sta¢ nas czasowo na jego konstrukcje, to sta¢ nas na
algorytm, ktéry w ogodle nie btadzi).

Cel — rodzina graféw o rosngcej mocy, stalym stopniu i stalej niezerowej ekspansji. Gene-
ralnie tatwo jest poprawiaé ekspansje eksplodujac stopien (najprosciej poprzez kwadratowanie).
Chodzi jednak o to, zeby utrzymac staly stopien, stata ekspansje, a i8¢ z rozmarem do nieskon-
CZONOSCi.

Narzedzie — produkt graféw, duzego i matego, ktérego rozmiar to produkt rozmiaréw,
stopien idzie od malego, a ekspansja jest dobra jesli obydwie tamte byty dobre.

Formalnie wtasnosci:

Twierdzenie 2.2. Niech G i H beda grafami, przy czym degG = |H|. Wtedy ich produkt
zygzakowy (zygzak) G®H ma nastepujace wlasciwosci:

o [GRH|=|G||H|;
o deg GRH = (deg H)?;

e Jesli druga wartos$¢ wlasna co do modutu G to adeg GG, za$ druga warto$¢ wtasna co do
modulu H to fdeg H, to druga wartos¢ wtasna GRH jest nie wigksza co do modutu niz
(v + B+ 3?) deg” H.

Znajomo$¢ tych wlasnosci (oraz wprowadzonych poprzednio konceptow tensorowania i kwa-
dratu) wystarcza do pokazania, jak zaczynajac od ustalonego grafu zrobi¢ dobry ekspander.
Zaczynamy od ustalonego grafu H o d® wierzchotkach, stopniu d oraz bezwzglednej przerwie
spektralnej A’. Konstruujemy ciag graféw G, gdzie Gy ma d® wierzchotkéw, stopien d? oraz
bezwzgledna przerwe A, Gy = H?, Gy = H x H, za$

2
Twierdzenie 2.3. Graf G; ma rozmiar d®" i stopien d?. Jedli druga warto$¢ wtasna co do modutu
H to nie wigcej niz d/5, to druga warto$é¢ wlasna co do modutu G,, to nie wiecej niz 2d?/5.

Mamy zatem, zwro¢my uwage, cigg grafow o dowolnie duzej mocy, statym stopniu oraz
stalej (i dodatniej) przerwie spektralnej, to oczywiscie przektada sie na staly i dodatnig (bo d?
jest state) ekspansje.

Dowéd. Wpierw stopieft. Gy_1/2 ma z zalozenia stopien d?, iloczyn tensorowy ma stopiefi d*,
kwadrat — stopien d®, to oznacza, ze moge zygzakowaé, dostaje stopien zygzaku d?.

Moc — iloczyn tensorowy ma moc d®/t=1/21@8=1/2] — @8(=1) kwadrat nie zmienia mocy,
zygzak domnaza brakujace d®.

I teraz bezwzgledna przerwa spektralna. Druga co do modutu wartos¢ wlasna G,_;/s to
co najwyzej 2d?/5, tensora — 2d*/5, kwadratu — 4d*/25, a zatem zygzaka, z wlasnosci, co
najwyzej 2d?/5, czyli sukces. O

W tym dowodzie warto zwroci¢ uwage na trzy rzeczy. Po pierwsze — zobaczmy, za co odpo-
wiadajg poszczegdlne operacje w konstrukeji indukcyjnej. Kwadrat odpowiada za poprawienie



ekspansji, niestety robi to kosztem powiekszenia stopnia. Zygzak, kosztem kontrolowanego po-
gorszenia ekspansji, poprawia stopien z powrotem, te dwie operacje bilansujg sie wzajemnie.
Mozna by ograniczy¢ sie do tych dwoch operacji, ale wtedy przyrost rozmiaru grafu bytby dosé
powolny — tensorowanie odpowiada za istotne przyspieszenie go.

Tu uwagi algorytmiczne — jesli dla graféw G i H pytanie o sasiadéw danego wierzchotka v
kosztuje nas czas C, to dla G? by dostaé sgsiedztwo wykonujemy d+ 1 zapytan o sgsiedztwo, dla
G x H wystarczy jedno pytanie o sgsiedztwo w GG i jedno w H, do zygzaku — jak zobaczymy
— potrzeba d + 1 pytan o sasiedztwo w G i d% pytan o sasiedztwo w H. W naszym wypadku
wszystkie stopnie sg ograniczone przez stata, czyli nalezy mysle¢, ze na kazdym poziomie zada-
jemy D pytan o sgsiedztwa. Aby odpowiedzie¢ na kazde z nich, znowu musimy zada¢ D pytan o
sasiedztwa, i tak wgtab — konkretniej, aby odpowiedzie¢ na jedno pytanie na poziomie ¢ potrze-
bujemy D odpowiedzi na poziomie t/2. Lacznie zatem zadamy D98¢ = t!°¢p pytan na poziomie
pierwszym (na ktére odpowiadamy w czasie stalym), a t, przypomnijmy, jest logarytmiczne
w rozmiarze naszego pierwotnego grafu. Czyli faktycznie na pytanie o sasiedztwo odpowia-
damy w czasie polylog, czyli akceptowalnym. Przyktadowo w naszym zastosowaniu graf miat
2N wierzchotkéw, gdzie N to liczba bitéw losowych potrzebnych pierwotnemu algorytmowi.

Trzecia rzecz — moze nas zaniepokoi¢ nieco, skad tak wtasciwie mamy wziagé¢ ten graf star-
towy. Ot6z jest kilka technologii do dyspozycji, ja zaproponuje dwie. Po pierwsze, na ¢wiczeniach
pokazemy, jak robi¢ stosunkowo przyzwoite ekspandery — co prawda, zeby poprawia¢ ekspan-
sje, bedziemy musieli w nich zwigksza¢ stopien, ale w sposob raczej umiarkowany, i uda nam
sie dosta¢ ekspandery bazowe spelniajace to, co trzeba. Druga technologia jest taka, ze by¢
moze udowodnimy na ¢wiczeniach, ze odpowiednio dobrany dostatecznie duzy losowy graf ma
stopien 3, dowolnie duzy rozmiar i ograniczona niezaleznie od rozmiaru stala ekspansji (przez,
powiedzmy, 1073) z dodatnim prawdopodobienistwem. Wobec tego aby dosta¢ ekspander ba-
zowy taki losowy graf podniesiemy do potegi —1/1logs(999/1000), to dostaniemy ekspander
o dobrej statej ekspansji i ograniczonym stopniu. A taki losowy graf mozemy znalez¢ chocby
bezposrednim, sitowym przeszukaniem w stalym czasie.

Definicja zygzaka — idea oraz definicja prawie poprawna. Chcemy korzysta¢ z tego, ze
moc H to stopien G — czyli wierzchotki H mozemy traktowaé jako etykiety krawedzi w G.
Robimy tak, ze dla kazdego wierzchotka (zaréwno w G jak i w H) etykietujemy krawedzie
wychodzace z danego wierzchotka liczbami od jednosci do stopnia danego grafu. Wobec tego
chcemy zdefiniowaé¢ krawedz (i,j) (gdzie i,j to etykiety krawedzi w H) z wierzchotka (s,t),
gdzie s € V(G), t € V(H). To wpierw wykonujemy krok w H wedle etykiety ¢ — dostajemy
(s,t[i]). Teraz wykonujemy krok w G uzywajac aktualnego wierzchotka w H jako etykiety —
dostajemy s[t[i]], t[i]. I teraz kroczymy dalej, wykonujemy krok znowu w grafie H, wedle etykiety

J, dostajemy (s[t[d]], [i][j])-

Rysunek 1: Zygzak grafu o czterech i grafu o trzech wierzchotkach (dla wygody rysunku kazdy
graf jest rozrzucony na wierzchotki wejsciowe i wyjsciowe)

Definicja powyzej jest prawie dobra, ma tylko jeden problem — nie daje grafu nieskierowa-



nego. Problem jest taki, ze niestety dana krawedZ moze by¢ w dwie rézne strony etykietowana
dwoma réznymi liczbami (i moze nie daé sie z tym nic zrobi¢, np. dla tréjkata, wiecej w tym
temacie bedzie na wykladach o kolorowaniach). A na chwile obecna niestety trzeba zrobi¢ tak,
ze idac po grafie G jednocze$nie podmieniamy etykiete (czyli wierzcholek z H) na “etykiete
odwrotng” — czyli te etykiete, ktéra trzeba pojsé, zeby wrocié sie po naszej krawedzi.

Whpierw zrébmy przyktad, jak to ma dzialaé: rysujemy graf H = 1234,{12,13,34,24} i
G = 123456, w ktérym niepotaczone krawedziami sg wierzchotki przeciwstawne (tj. przystajace
modulo 3). Jeszcze trzeba poetykietowaé wierzchotki, powiedzmy, ze w H zawsze 1 idzie do
mniejszego wierzchotka, zas w 2 etykietujemy po kolei, od prawego sasiada 1 do lewego 4. 1
wykonajmy np. przejécie (2,1) z wierzchotka (1,1). Wpierw wykonujemy krok (indeksowany
dwojka) z wierzchotka (1,1) do (1,3). Nie ruszamy pierwszej wspoirzednej wierzchotka, wyko-
rzystujemy pierwszy indeks krawedzi. Potem chcemy wykonaé¢ krok na G wykorzystujac jako
etykiete aktualna pozycje w H (czyli te trojke) — to nas prowadzi do wierzchotka 3 w G. I teraz
jednoczesnie musimy podmieni¢ druga wspotrzedna na etykiete odwrotng — zeby przejsé z 3
do 1 w G idziemy po etykiecie 2, czyli przechodzimy do (3,2). I teraz krok po grafie H, z druga
wspoéhrzednag krawedzi, czyli jedynka, ktéra prowadzi nas z 2 do 1. Czyli doszliSmy z (1,1) do
(3,1). Pozostali sasiedzi (1,1) to (5,1), (5,4) i (3,4) (uwaga, nie zawsze musi by¢ tak, ze zbior
sasiadéw ma postaé iloczynu kartezjanskiego, tu wynika to ze specyficznej postaci etykietowa-
nia na (). A krawedz powrotna dostajemy tak — wpierw musimy pdjsé¢ z (3,1) do (3,2) (czyli
pierwsza wspéhrzedna to 2), potem krok grafem G prowadzi nas do (1,3) (nastapita podmiana
drugiego wierzchotka), a potem musimy wroci¢ z 3 do 1 w H, czyli krawedzia powrotna jest
(2,1).

Zeby to sformalizowaé, wprowadzmy dwie funkcje: nei(v, i), ktéra daje i-tego sasiada wierz-
chotka v, oraz rev(v, i), ktéra daje etykiete krawedzi taczacej nei(v, i) z v (czyli nei(nei(v, i), rev(v,i)) =
v). I wtedy juz poprawna definicja wyglada tak: nei((s,t), (i, 7)) = (nei(s, nei(t, 7)), nei(rev(s, nei(t,i)), j)).
Zeby zobaczy¢, ze teraz wyszedl dobry graf, wystarczy zobaczyé, ze jedli nei((s,t), (i,7)) =
(u,v), to w druga strone poprowadzi nas krawedz rev(rev(s, nei(t, 1)), j), rev(t, ).

Teraz oczywiscie moc oraz stopien sg takie, jak zaplanowali$my. Jedyne, co trzeba zrozumiec,
to czemu tak wtasciwie mialby to by¢ dobry ekspander, jesli grafy wyjéciowe byly dobrymi
ekspanderami. Intuicja jest generalnie z btadzen losowych — chcemy popatrze¢, dlaczego jesli
mamy jakis rozklad prawdopodobienistwa na V' (G) x V(H), to krok po naszym G®H przybliza
ten rozklad do jednostajnego (to udowodni, ze druga warto$¢ wlasna co do modutu nie jest za
duza).

Generalnie w dowodzie bedziemy liczyli jak ludzie, po prostu bedziemy szacowali drugg
norme btedu. Ale w zrozumieniu pomaga — jesli kto$ go zna — koncept entropii, czyli takiej
“miary losowosci rozktadu” — rozktad deterministyczny bedzie mial entropie zerowa, a roz-
ktad jednostajny — najwieksza mozliwa. Jeden krok btadzenia losowego po grafie (dowolnym)
jest stosunkowo tatwo udowodnié¢, ze nigdy nie zmniejsza entropii, a my chcemy pokazac, ze ta
entropia zauwazalnie rosnie, chyba, ze juz przed ruchem byta nieomal maksymalna. Nie sforma-
lizujemy tu pojecia “entropia”’, bedziemy tylko traktowac jg jako “miare bliskosci do rozktadu
jednostajnego” — im wigksza entropia, tym blizej jesteSmy rozktadu jednostajnego.

To zat6zmy, ze nie byla maksymalna — czyli nasz rozktad nie byl jednostajny. Otoz jesli
rozktad dla pewnego ustalonego s € V(G) jest daleki od losowego, to losowy krok ma w szcze-
gblnosci losowe ¢ — zatem w pierwszym kroku juz zauwazalnie wzrosnie entropia, a nastepnie —
w kolejnych krokach — nie bedzie spadaé. Jedli dla kazdego konkretnego s rozktad na s x V(H)
jest nieomal jednostajny, a caly rozktad nie jest, to znaczy, ze rozktad na s—ach jest mocno
niejednostajny. Ale wtedy — skoro dla ustalonego s rozktad t jest niemal jednostajny, to jest
tez niemal jednostajny po pierwszym kroku (entropia nie spada), a zatem krok po grafie G z
s jest bardzo bliski krokowi losowemu w grafie G — bo kazda z etykiet wybieramy z prawie



rownym prawdopodobienstwem. Wobec tego entropia rozktadu na wierzchotkach H powinna
wzrosnaé na tym kroku.

Teraz zauwazmy, ze drugi krok jest permutacja — tam nie ma wyboru krawedzi, tylko jest po
prostu pewna permutacja wierzchotkéw grafu. Wobec tego ten krok nie moze zmienié¢ catodciowej
entropii. Na tym polega, w istocie, klucz catego pomystu — nie sta¢ nas na dodawanie entropii
za pomoca grafu G — nie chcemy po nim btadzi¢ losowo, bo ma on za duzy stopien, i wymaga
to od nas nazbyt wielu losowych bitéw. Zatem — skoro nastgpil wzrost “entropii rozktadu
na G”, to musiata jednocze$nie zmale¢ “entropia rozktadu na H” — czyli jesli przed krokiem
wierzchotki A dla ustalonego s byly réwno roztozone, a wierzchotki s — roztozone nieréwno, to
po dwoch krokach dla ustalonego s wierzchotki H sg roztozone istotnie mniej réwno. Czyli graf
G wykorzystaliSmy do “przeniesienia entropii” z rozktadu na H dla ustalonego s gdzie indziej
(do rozktadu s—6w), gdzie sie nie zmarnuje. Zatem teraz trzeci krok da nam zwigkszenie entropii
(bo znéw bltadzimy losowo dla ustalonego s, a zaczynamy od rozkladu mocno niejednostajnego).

To byta bajka, a teraz formalnie bedziemy formalnie dowodzi¢ wtasnosci produktu zygza-
kowego.

Twierdzenie 2.4. Niech G bedzie rozmiaru N i stopnia D, za§ H rozmiaru D i stopnia d. Niech
druga warto$¢ wlasna G' co do modutu to D, druga wartos¢ wtasna H co do modutu to gd.
Wtedy druga warto$¢ whasna co do modutu G®H to co najwyzej (o + 8 + 3?)d>.

Dowdéd. Dla dowolnego wektora a € RMP (czyli w przestrzeni, na ktérej dziata macierz M)
bedziemy jego wspotrzedne oznaczali dwuindeksowo, v bedzie przebiegato N, zas k przebiegato
D. Wezmy dowolny a spelniajacy >, > avr = 0. Mamy udowodnié, ze | (Ma,a) |/ (a,a) <
(a + B + B3?)d?, gdzie M to macierz sasiedztwa GQH. O wektorze a mozemy mysleé¢ jak o
“niejednostajnej czesci” jakiegos rozktadu prawdopodobienstwa (albo o odchyleniu od rozktadu
jednostajnego).

Przypomnijmy sobie, ze rozwazaliSmy w heurezie dwa przypadki — albo a jest niejedno-
stajny na ktorejs grupie D wierzchotkéw (i wtedy pierwszy krok powinien mu pomdc), albo
jest jednostajny na kazdej grupie, ale wtedy masy grup sa nieréwne. Wprowadzmy wiec dla
v € N oznaczenie a, na wektor (a,1,ay2,...,0,p) (to jest odchylenie na pojedynczej grupie)
oraz przeksztatcenie liniowe Ca : RVP—RY | zadane przez (Ca), = S5, ay (tu uredniamy
wewnatrz grup, i dostajemy rozklad na wierzchotkach z N). Kazdy a, rozklada sie na czesé
zalezna od 1p (ozn. all) oraz czesé prostopadla (ozn. al). Jako, ze a jest suma odpowiednich
a, (formalnie — a, ® e, czyli wektoréw b, dla ktérych b, = 0 dla w # v i b, = ay), to
otrzymujemy rozktad a = ¥, a, ® e, = ¥, all @ e, + 3, a @ e,, pierwsza czesé oznaczmy all,
druga zas at.

Zauwazmy, ze kazdy a jest prostopadly do 1p, zatem a' jest prostopadly do 1yp, skad al
tez jest prostopadly do 1yp (bo a jest), a zatem Ca jest prostopadly do 1y.

Sprobujmy, cho¢ czesciowo, rozpisa¢ macierz M jako produkt macierzy odpowiadajacych
poszczegdlnym krokom. Niech A bedzie macierza G, zas B — macierzg H. Wtedy pierwszy
oraz trzeci krok odpowiadaja macierzy B =1®B — nie ruszamy pierwszej wspolrzednej,
druga robimy potaczenia wg B. Macierz A $rodkowego kroku jest macierza permutaciji (to
wiemy, tam kazdy wierzchotek taczy sie z doktadnie jednym wierzchotkiem), i jest symetryczna
(bo dostajemy graf nieskierowany). Wiecej powiemy o niej za chwile. Oczywiscie B tez jest
symetryczna.

Badamy (Ma,a) = <B/~U§a, a> = <f~11§a, Ba> z symetrii B. Zauwazmy, ze Ball = da/l (bo al
na kazdej grupie o ustalonym v jest state, czyli przy mnozeniu przez B mnozy si¢ przez stopien
B). Wobec tego (Ma,a) = <AB(CLH +at), Blall + aL)> = <df1a” + ABat, dal + Bai>. Szacu-

jemy to z gory przez d* <zzla”, a”>—|—d|]%~la” ||| Ba||+d||ABa™||||a!|| + || ABa™ ||| Ba't||. Zauwazmy



jeszcze, 7e A jest macierzg permutacji, a wigc nie zmienia normy wektorow, s~t@d mozeny ja
usungé tam, gdzie szacujemy przez norme, i dostajemy d?| <Aa”, a”> |+2d||all|||| Ba™* ||+ || Ba™t]|?.
Teraz juz widac, skad sie beda braty poszczegdlne cztony w naszym oszacowaniu.

Lemat 2.5. || Ba'|| < Bd||a*].

Dowéd. at =Y, (ar) ®e,. Bat =, (B® I)(a} @ e,) = ¥, (Bal) ® e,. Wszystkie sktadniki
sumy sa prostopadte, dla kazdego mamy || Bal|| < fd|la]|, co koticzy dowdd. O

Lemat 2.6. | <[la”,a”> | <« <a”, a”>.

Dowéd. Zauwazmy, ze fortunnie nie musimy rozumieé, jak, tak w ogdle, dziata A. Wystar-
czy zauwazyé, ze skoro dla kazdego v wektor all jest roztozony jednostajnie, to <a”,AaH> =

<Ca”,CflaH> /D, bo (all),, = (Call),/D, zatem
ZZ N, (Ad), =" (Call), > (Adll), /D = Z (Calh,(CAd),/D = <ca”,cAa”>/D.

v k

Dalej zauwazmy, ze DC Adll = ACdll, bo wyraz v obydwu stron jest réwny Zw:wveE(G)(Ca”)w.
Wobec tego <a”,fla”> = <C’a”,ACa”>/D2. Fortunnie juz udowodniliémy, ze Call jest pro-
stopadte do wektora N jedynek, skad ten iloczyn jest nie wiekszy niz aD <C’a”, C’a”> /D? =

o (ala). s

Aby zakonczyé dowéd, wezmy p = |lall||/||all, ¢ = |la*||/||al|, wtedy p? + ¢* = 1, i mamy
| (Ma,a)|/(a,a) < d*(ap® + 208pq + 3*¢?) < &*(a + B + 3?) (szacujemy trywialnie p i q przez
1, a pq przez 1/2). ]

Warto jeszcze zauwazyé, ze to ograniczenie gérne, ktére napisali$my, moze wyjéé ponad d?
dla stosunkowo duzych «a i . W takim wypadku podamy lepsze ograniczenie:

Whiosek 2.7. Przy zalozeniach jak wyzej, druga co do modutu wartos¢ wtasna M jest nie
wigksza niz d? f(«, 3), gdzie f(«, 3) jest ostro mniejsze od d? dla a, 5 < 1.

Meritum tego ograniczenia jest takie, ze nie zalezy ono od d, D ani N, a tylko od jako-
sci ekspansji zygzakowanych grafow — fakt, ze zygzak dwoch ekspanderéw jest ekspanderem
(tj. jest spéjny i nie dwudzielny) nie jest trudny, ale tu mozemy jako$¢ ekspansji oszacowad
niezaleznie od parametréw wejsciowych.

Dowdéd. Zatézmy ||al| = 1. Jedli ||at|| jest mate, pow1edzmy q < 3%, to szacowanie, ktére mamy

powyzej jest dobre: szacujemy przez d?(a+ 2152 + (1 @) ) < d? O‘+8, gdzie o? i 3 oszacowali$my
z gory przez 1. Czyli w tym wypadku sie udalo

Jesli ¢ jest duze, to — wedle rozwijanych intuicji — ten $rodkowy krok powinien gene-
ralnie by¢ zbedny. Szacujemy wiec (Ma,a) = <fl(da” + Ba'),dal + Bal> < |da' + Bat|?.

Zauwazmy, ze <a”, BaL> =d <a”, aL> = 0, czyli dwa wektory pod normag sg prostopadte, zatem
catosé = d@||all||> + || Ba*||? = d?(1 — ||la*||) + || Ba™|]%. To drugie juz liczylismy ze szacuje sie
przez df3|at||, wiec mamy w sumie d?(1 — %(1 - 3?)). O

Teraz jeszcze uwaga — umiemy dostaé catkiem przyzwoita ekspansje wierzchotkowa (kon-
kretnie 21/29), ale niestety stopien grafu, ktéry otrzymamy, jest dosé¢ duzy (nalezy sie liczy¢
z tym, ze koto 1000). Mozna sobie z tym poradzi¢, redukujac stopien (oczywiscie kosztem po-
gorszenia ekspansji) poprzez, cho¢by, zzygzakowanie na koniec z cyklem nieparzystym dtugosci
réwnej stopniowi grafu (jesli stopien grafu wyszed! parzysty, to mozemy w kazdym wierzchotku
dolozy¢ petle, to nie pogarsza ekspansji).



3 Wyklad szosty — zastosowania ekspanderéw — redukcja losowosci
oraz L = SL

3.1 L=SL

Problem ktory rozwazamy jest nastepujacy: mamy dany nieskierowany graf G o n wierzchotkach
i dwa wierzchotki s i t. Czy da sie dojs¢ z s do t? Oczywiscie, dowolny algorytm przeszukiwania
grafu rozwiazuje ten problem. Ale potrzebuje O(n) pamigci. My za$ chcemy to zrobi¢ w O(log n)
pamieci. Czyli, de facto, mozemy trzymac stala liczbe indekséw o zakresie wielomianowym w
n.

Klasa probleméw rozwiazywalnych deterministycznie w logarytmicznej pamieci to L. W kla-
sie NL mamy tez logarytmiczna pamie¢, ale niedeterministyczna maszyne Turinga. Oczywiscie
wiec nasz problem jest w N L. Co wigcej, mozna pokazac, ze nasz problem, ale na grafach skie-
rowanych, jest N L—zupehly. To, gdzie lezy nasz problem pomiedzy L a NL bylo problemem
otwartym przez dlugo, do tego stopnia, ze stworzono specjalng klase SL: problemy reduko-
walne do naszego problemu. W 2005 Omar Reingold pokazal, ze SL = L, uzywajac zygzaka.
Zajmiemy sie teraz pokazaniem jego algorytmu.

Sprecyzujmy sytuacje: mamy maszyne Turinga, na tasmie tylko do odczytu mamy dany
nasz graf i startowe wierzcholki, oraz mamy O(logn)-bitowa tasme do bazgrania. Zwrdéémy
uwage, ze mozemy dos¢ swobodnie odczytywaé nasz graf, bo wszelkie indeksy i wskazniki na
tasme wejsciowa maja wtasnie O(logn) bitdw.

Whpierw prosta obserwacja: mozemy zalozy¢, ze G jest 3-regularny. Zastepujemy kazdy
wierzchotek v w G cyklem ztozonym z deg(v) wierzchotkéw; kazdy wierzchotek na cyklu ma
jedna krawedz incydentng spoza cyklu. Tym samym, w nowym grafie wierzchotki sa etykie-
towane (v,7), gdzie v € V(G) 1 1 < i < degg(v); krawedzie incydentne z (v,4) prowadza do
(v,i+ 1) oraz (u,j), jesli i—ta krawedz z v prowadzita do u, a j—ta krawedz z u prowadzita do
v. Wida¢, ze mozna to bez problemu symulowa¢ w L.

3.1.1 Algorytm randomizowany

Dos¢ prostym pomystem jest: zaczynamy z s, btadzimy losowo po grafie, i po pewnej liczbie
krokéw, jesli nie trafimy do ¢, to méwimy NIE. Ile krokéw potrzeba? Majac narzedzia z pierw-
szego wykladu z ekspanderéw szybko pokazemy, ze robigc O(n?) wycieczek po O(n?) krokéw
kazda, bedzie dobrze. Dla utatwienia technicznej analizy, dostawmy w kazdym wierzchotku G
petelke.

To jest oczywiste i byto na ¢wiczeniach:

Lemat 3.1. Jedli G jest spojny i w kazdym wierzchotku ma petelke, to hY (G) > 2/n.
Korzystajac z twierdzenia 1.17 otrzymujemy:

Lemat 3.2. Jedli G jest spojny, w kazdym wierzchotku ma petelke i jest d-regularny, to

4 1
MOy zd=\ @ =opmm > Er

Przypomnijmy sobie analize btadzenia losowego. Tutaj zaczynamy od rozktadu

p(O) =€s = Zaz@)vz\
=1



W zwiazku z tym (d = 3) po okoto k := 33n3 krokach wspotczynniki przy v; dla i > 2 beda
rzedu:
a? < (1= NG~ e

Czyli rozktad bedzie prawie jednostajny: kazda taka O(n?)-krokowa wycieczka de facto konczy
w losowym wierzchotku, do ktérego da sie dojéé z s. Robigc n? takich wycieczek, prawdopodo-
bienstwo, ze ktorys wierzchotek ze spojnej sktadowej z s pominiemy wynosi

2

\" .
(1 — > ~e .
n
Czyli znéw malutko.
Pytanie wiec brzmi: jak zderandomizowaé ten pomyst?

3.1.2  Algorytm z pamiecia O(log®n)

Przypomnijmy w G? zbiér wierzchotkéw jest taki sam, a kazda krawedZ odpowiada {ciezce
dtugosci 2. Niech k := [logn]|. Chcemy zrobié¢ G?" i przeiterowa¢ wszystkich sasiadéw s. Ich
bedzie 2%, czyli wielomianowo w n.

Fajny pomyst, ale jak to zrobi¢. Sprecyzujmy przeiterowanie: w grafie d—regularnym G defi-
niujemy operacje Rotg : V(G) x{1,2,...,d} — V(G)x{1,2,...,d}. Rotg(v,7) = (u, j) jesli uv
jest i-tg krawedzia wychodzaca z ¢ oraz j-ta krawedzig wychodzaca z u. Ile pamieci na tasmie do
bazgrania potrzebujemy, by policzy¢ Rotgz(v, (i1,42))? Robimy Rotg(v,i1) = (¢, j2) 1 nastep-
nie Rotg (v, i9) = (v, j1) i zwracamy (v, (J1, j2)). Potrzebujemy umie¢ liczyé¢ Rotg 1 dodatkowo
trzymad indeksy wierzchotkéw (O(logn)) i indeksy krawedzi (O(log deg(G)) = O(logn)). Czyli,
by policzy¢ Rot §2k, potrzebujemy k razy si¢ zagtebi¢ rekurencyjnie. Otrzymyjemy ztozonos¢ pa-
mieciowa O(log”n).

Prosto mozemy zaoszczedzi¢ pamie¢ O(logn) w kazdym kroku rekurencji, zuzyta na indeksy
wierzchotkéw. Zaldzmy, ze chcemy zrobi¢ Rot takie, ktére na tasmie do bazgrania dostaje (v, 1)
i chce w tym samym miejscu nadpisa¢ wynik. Zauwazmy, ze Rotg2 da si¢ tak zrobi¢, majac
tak dziatajace Rotg: w trakcie dziatania, tylko przepisujemy rézne indeksy i1, ia, ji, jo. Czyli
potrzebujemy tylko jednego miejsca na indeks wierzchotka, wyliczajac Rot .« (s, ).

Nie widaé natomiast, jak zaoszczedzié O(log deg(G?')) na kazdym kroku: stopiei nam strasz-
nie eksploduje w tej konstrukcji.

3.1.3 Algorytm Reingolda

Pomyst jest nastepujacy. Robimy tak jak poprzedni algorytm, ale co jaki$ czas graf G zygza-
kujemy z statym grafem H i w ten sposéb redukujemy stopien G spowrotem do (deg(H))2.
Zygrakowanie zapewni nam, ze graf caly czas bedzie mial dobra (i rosnaca) ekspansje, i po
niewielkiej (logarytmicznej, bo tylko na taki stos mamy miejsce) liczbie krokéw bedzie blisko z
s dot.

A teraz precyzyjnie. Ustalmy staly d i zrébmy z G graf d*®-regularny. Po prostu robimy
go wpierw 3-regularnym, a nastepnie dodajemy d'® — 3 petelek w kazdym wierzchotku. To da
si¢ zasymulowa¢ w logarytmicznej pamigci. Co wigcej, te petelki daja nam A'(G) = Q(n™?) z
lematu 3.2.

Wezmy ustalony graf H o d'® wierzchotkach, d-regularny i o A'(H) > d/2 — czyli bardzo
dobry ekspander. Na ¢wiczeniach pokazaliSmy lub pokazemy, ze takie istniejg; tutaj H jest
whardkodowany w algorytm i o stalej wielkosci.



Ustalmy L jako najmniejsza liczbe naturalna taka, ze

1 \2" 1
(1_d48n2) <§'

To jest spelnione, jak 2L = O(d**n?), czyli L = O(logd + logn) = O(logn).

Teraz L razy iterujemy operacje Gi11 = (G; ® H)®, Gy = G. Zauwazmy, ze z wlasnosci
zygzaka i podnoszenia grafu do potegi otrzymujemy od razu, ze kazdy G; jest d'S-regularnym
grafem. Teraz pora pokazac, ze jest dobrym ekspanderem.

Lemat 3.3.
A'(Gp)/d" > 1/2.

By tego dowiesé, potrzebujemy niestety troche lepszego oszacowania na A'(G ® H), niz
udowodniliémy na poprzenim wyktadzie. Nie bedziemy go tu dowodzi¢, bo jest dos¢ syfny.
Przypomnijmy, ze oznaczalismy = 1— A'(H)/d.

Twierdzenie 3.4.
NG H)/d&* > (1-p5%)/2-A(G)/d.
Prostym wnioskiem jest teraz:
Lemat 3.5. Jesli A'(H) > d/2, tj., 5 <1/2,t0 A(G® H)/d* > 3/8 - N(G)/d.
Oczywistym wnioskiem z tego, jak sie poteguje macierze, jest ze:

Lemat 3.6.
NG =1-(1-A(G)/d)" .

Pora przystapi¢ do dowodu lematu 3.3.

Dowdd lematu 3.3. Wpierw zauwazmy, ze jesli A'(G;_1)/d"® > 1/2, to

8 3\ 1
A(Gy)/d" > 1 - (1 - AN(Gis1 ® H)/dQ) >1-— (1 — ) > —.
16 2
Czyli, jesli ktorys G; bedzie miat A'(G;)/d' > 1/2, to wszystkie pézniejsze tym bardzie;.
Teraz chcemy oszacowaé, jak szybko A’(G;)/d'® zbiega do 1/2. Latwo sprawdzi¢, np. r6z-
niczkujac, ze

3 4
<1—8:1:> <l—-=z dla0 <z <

1
3
Mamy wiec
8
1= A(Ghan)/d' = (1 — A(G; @ H) ) < (1 _ 2A’(Gi) /d16> < (1= A/(Gy)/d)2.

Wobec tego
1— A(G)/d" < (1 — A(G)/d"®)?".

Z lematu 3.2 tego, jakie L przyjeli$my, wynika, ze 1 — A'(Gp)/d' < 1/2, co konczy dowdd. [



Co oznacza, ze A'(Gp)/d"® > 1/2? 7 twierdzenia 1.17 wynika, ze daje to h"'(Gr) > c dla
pewnej statej c. Niech B,(s) = {v € V(G}) : dg,(s,v) < z}. Z definicji hY(GL) wynika, ze
|Byt1(8)| = (1 + ¢)B,(s) jedli |By(s)| < n/2. Czyli dla zy := log,,.(n/2) = O(logn) mamy
| By, (s)| = n/2. Analogicznie dla t; wobec tego dg, (s,t) < 2x¢ o ile lezg w tej samej spojnej
sktadowej.

G, jest d*®—regularny. Puszczamy wiec brucika, przegladajacego wszystkie $ciezki dtugosci
2z wychodzace z s i patrzacy, czyli nie dojdziemy do t. Powyzsza analiza pokazuje, ze algo-
rytm ten jest poprawny. Trzeba chwile posztuczkowaé, by pokazaé, ze rzeczywiscie da sie go
zrealizowaé uzywajac tylko O(logn) pamieci.

Stos brucika ma wielko$¢ O(logn), wiec mamy O(1) pamieci na kazda ramke stosu rekurencji
brucika. Mozemy wiec tylko zapamieta¢ indeks krawedzi wychodzacej w wierzchotku na stosie;
nie mozemy zapamigta¢ indeksu wierzchotka. Potrzebujemy wiec, by chodzi¢ skutecznie po Gy,
implementacji Rotg, , zuzywajacej O(L) = O(logn) pamieci.

Analizujac algorytm z pamiecia O(log2 n) pokazaliSmy, ze da sie robi¢ Rotgz majac pamiec
O(log deg(G)). Tak samo mozna zrealizowa¢ Rotggm, a nawet prosciej. Zauwazmy, ze |H| =
O(1), wiec cate chodzenie po H mozemy zrealizowa¢ w stanach maszyny Turinga.

Wobec tego mamy Rotq, wyliczajace si¢ O(L) pamigci. Trzymamy na stosie brucika tylko
indeksy krawedzi, ktorymi poszliémy, oraz powrotne indeksy tychze krawedzi. Indeks wierz-
chotka pamietamy tylko jeden: ten, w ktorym aktualnie jestesmy. Aby pojéc dalej, wyliczamy
Rotg, 1 odktadamy numer krawedzi powrotnej na stosie.

3.2 Analiza redukcja losowosci z wyktadu czwartego

Przypomnienie sekcji 1.2.1. Mamy algorytm A(z,y), co bierze y — ciag bitéw losowych dtugosci
m = m(|x|) i rozstrzyga, czy x € L. JeSli n ¢ L, to A zawsze zwraca NIE, za§ w przeciwnym
przypadku moze zwréci¢ NIE z prawdopodobienstwem nie wiekszym niz p4 < 1/4. Powtarzajac
A k razy, mamy prawdopodobienistwo bledu co najwyzej p¥, lecz uzywamy km bitéw losowych.
Chcieliby$my tak zredukowac liczbe bitow losowych.

1. Wezmy G — graf o 2™ wierzchotkach (etykietowanych ciggami m—bitowymi), d-regularny,
i o dobrej ekspansji.

2. Wylosujmy yo — wierzchotek G i pusémy A(z, o).
3. Nastepnie k razy wylosujmy y;41 — sasiada y; — i pusémy A(x, y;11).

Uzywamy tu tylko m + klogd bitow losowych. Pytanie jest, jaka jest szansa bledu w tym
algorytmie.

Ustalmy 2z € L i niech Z = {y : A(x,y) = 0}, czyli zbiér tych y, ze algorytm A sie
pomyli dla wejscia z. Oczywiscie |Z| < pan < n/4. Niech Z(t) oznacza zdarzenie polegajace na
tym, ze yo, Y1, ...,y € Z. Nasze prawdopodobienstwo btedu to prawdopodobienstwo zdarzenia
Z(k). Niech Ay oznacza drugg wartos¢ wlasna M(G). Ponizsze twierdzenie zawiera kluczowe
szacowania, gdzie A = max(|\,|, |A2])-

P(Z(t)) < (2 + |Z|>t.

n

Twierdzenie 3.7.

Zanim udowodnimy to twierdzenie, pokazmy, ze z niego od razu wynika teza. Mamy

k
B(Z(k)) < (jﬁm) |



Czyli prawdopodobienstwo btedu maleje tez wyktadniczo. Podstawa jest troche gorsza niz p4,
ale jesli G jest dobrym ekspanderem — czyli A\/d jest do$¢ mate — a przy tym d tez jest mate
— to i tak zaoszczedzimy sporo bitéw losowych.

Dowod twierdzenia 3.7. Bawimy si¢, jak zawsze, algebra liniowa nad przestrzenia rozpieta przez

{e, : v € V(G)}. Oznaczmy przez P operator rzutowania na podprzestrzen rozpieta przez

{e, : v € Z}. Oznaczmy tez u = ﬁvl — rozktad jednostajny na V(G). Zauwazmy, ze

P(Z(0)) = [|Pull.
Teraz juz tylko krok do zauwazenia, ze
P(Z(t)) = (PMP) Pul;s,
gdzie M = M(G)/d jest macierzy przejécia btadzenia losowego. Zauwazmy, ze
T D\t T DIt otV |B] D[t
P(Z(1)) < Vall(PMP) Pulls < Vol PMP|'|| Pully = Va| PMP|'*—— < [PMP]".
Pozostaje wiec wykazac, ze
- DA
|IPMP|| < =+ —,
d n

gdzie || PMP|| to oczywiscie norma operatora w £y, ||[PMP|| = supy,j,=1 [[PM Pvl|,.
Szukamy wigc tak naprawde najwigkszego modulu wartosci wlasnej PMP, czyli chcemy
zmaksymalizowaé [vT PM Pv| po ||v||y = 1. Z zwartosci, wezmy maksymalizujace v i niech

n
Pv = Z a;v;.
i=1
Oczywiscie Y7, a? = || Pv||3 < 1. Oznaczmy v' = Y1, a;v; = Pv—ajv,. Mamy wige (PT = P):

- - - - - A
v PM Pv = (Pv)" M(Pv) = (ayv; + ') M(ayvy + ') = aivf Mo, + 0" My = af + 7

Pozostaje oszacowaé a;:

A
a; = (Pv,vy) = (Pv, Pvy) < ||Pvls]|Pv1]|2 < ||n||

4 Wryktad si6dmy — PCP

4.1 Remanent — bezwzgledna przerwa spektralna a ekspansja wierzchotkowa

Whpierw remanent z poprzednich wyktadow. Zaczniemy od uzupeknienia kompletu nieréwnosci
wiazacych przerwy spektralne z ekspansjami. Marcin zrobil juz potaczenie przerwy wzgledne;j
z ekspansjg krawedziowa, przypomnijmy:

A(G)/2 < hP(G) < /2dA(G).

Marcin pokazal tez prosty fakcik, ze hy (G?) > hy (G) — przypomnijmy, ze jest on oczywisty.
Teraz udowodnimy brakujacy komplet nieréwnosci:



Twierdzenie 4.1. Niech G bedzie grafem d-regularnym. Wtedy

& — (1= N (G))
P+ (A= NP

<WV(G) < V2 — (d - A(Q))2.

Dow6d. Bedziemy rozwazaé zwiazki miedzy ||v|| a ekspansja. Tu nie trzeba robié¢ tej sztuczki
z odejmowaniem, bo interesuje nas druga co do modutu wartos¢ wlasna, czyli po prostu eks-
tremalizujemy ||Av||/||v]] po S v; = 0. Zauwazmy, ze [[v]|* > 1/|suppv| dla |jv]|; = 1 (to
jest nieréwnosé CBS: 1 = |jv]|1 < /|suppv]||v]]). No to wezmy dowolny wektor v = 1g/
|S|. Przepuszcamy go przez macierz A, dostajemy Av, i ||Av||* > d?/|suppAv| = d?/|T(9)],
za$ ||v||* = 1/]S]. Teraz kazdy z tych wektoréw po odjeciu n bedzie prostopadty do n, czyli
LIS = [l = [ln]* + [W]* = 1/N + V|, oraz d?/|T(S)| < [|[Av[* = |[An + Av'||* =
|ldn + AV'||? = &3||n|)* + ||AV'||? < d?/N + N?||v'||>. Dzielimy druga réwno$¢ przez d* i wsta-
wiamy [[v'|| z pierwszej, dostajemy 1/|T'(S)| < 1/N + (A/d)*(1/|S| — 1/N). Teraz N > 25|, i
1/N jest po prawej z dodatnim wspoteznynnikiem, czyli 1/|T(S)| < (A/d)?/|S| + (1 — (\/d)?)/
2[5, co daje [D(S)| > |S] ey, czyli BV (G) > G20,

To teraz jesli mamy ekspansje wierzchotkows h dla G, to mamy wierzchotkows h dla G2 z
faktu powyzej, to mamy krawedziowa h dla kwadratu G2 (bo wierzchotkowa jest nie wieksza niz
krawedziowa) to mamy wzgledna przerwe dla kwadratu (z twierdzenia poprzedniego), to mamy
bezwzgledna przerwe dla grafu pierwotnego (bo wartosci wlasne kwadratu macierzy to kwadraty

wartosci wlasnych macierzy). I juz, dostajemy, mam wrazenie, ze Ay, > d—1/d? — (222)2. To nie
jest najlepszy mozliwy wynik, bo jak mamy ekspansje wierzchotkows, to da sie wydusic¢ lepsza
ekspansje spektralng niz tylko przechodzac przez krawedzie, ale jest akceptowalny, bo dowodzi,
ze jak jest ekspansja wierzchotkowa niezalezna od N, to jest i spektralna niezalezna od N. [

RV (G)2
d? — 242

To powyzej z gory odpowiada szacowaniu A'(G) > d — . Da si¢ wyciagnaé¢

lepiej:

Twierdzenie 4.2. A'(G) > d — \/d2 — %.

4.2 Twierdzenie PCP — wstep

Bedziemy dowodzi¢ twierdzenia zwanego PCP, czyli twierdzenia o trudnosci aproksymacji pew-
nych probleméw NP-zupelnych. Wpierw zdefiniujemy problem, ktory bedziemy rozwazac:

Definicja 4.3. Niech V bedzie pewnym skoniczonym zbiorem, 3. — skonczonym alfabetem statego
rozmiaru, za$ ¢ — ustalona liczba. Niech U C V', |U| = ¢, wtedy ograniczeniem na U nazwiemy
podzbiér ¢y C X9. Rodzing ograniczen C' na V nazwiemy rodzine ograniczen na pewnej rodzinie
podzbioréw V. Mowimy, ze wartosciowanie ¢ : V—X jest zgodne z ograniczeniem cy na U,
jesli ¢ obciete do U nalezy do ¢y (czyli ¢y zadaje zbiér dopuszezalnych wartosciowan na U).
I naturalnie warto$ciowanie ¢ jest zgodne z rodzing ograniczen, jesli jest zgodne z kazdym
ograniczeniem tej rodziny.

W problemie spetniania ograniczen pytamy o to, czy dla danego V, ¢, ¥ oraz C istnieje
wartos$ciowanie zgodne z C'.

Bedziemy myslec o ¢ i X jako o statych, zas zmiennymi bedg rozmiar V' i rozmiar C'. Zwr6émy
uwage, ze pojedyncze ¢y ma najwyzej 2|7 elementéw, czyli stata liczbe, a réznych podzbioréw
V jest (l‘;‘), zatem przy statych |X] i ¢ rozmiar C jest wielomianowy wzgledem rozmiaru V.

Zauwazmy tez, ze przyktadowo dla ¢ = 2 i |¥| = 3 problem spelniania ograniczen jest
trudniejszy niz 3-kolorowanie, za$ dla ¢ = 3 1 |X| = 2 problem speliania ograniczen jest



trudniejszy niz 3—-CNF-SAT; z drugiej strony dla ¢ = |¥X| = 2 ten problem rozwiazuje sie
wielomianowo przez 2-SAT, co daje nam kompletna liste parametréw, dla ktérych ten problem
jest NP—zupelny (to, ze jest NP, jest trywialne).

Definicja 4.4. Niech G = (V, X, q,C) bedzie instancja problemu spetniania ograniczen. Niech
¢ bedzie wartosciowaniem, wtedy przez UNSAT(¢) oznaczymy ulamek ograniczen, ktore sa
niespelnione, czyli P, ec(¢|lv & cu) - Przez UNSAT(G) oznaczymy inf, UNSAT (o).

W optymalizacyjnym problemie speliania ograniczen pytamy o warto$¢ UNSAT(G).

Naszym celem bedzie udowodnienie twierdzenia PCP:

Twierdzenie 4.5 (PCP, wersja aproksymacyjna). Rozwazmy problem, ktéry na wejsciu dostaje
G = (V,%,q,C), przy czym wiemy, ze UNSAT(G) = 0 lub UNSAT(G) > 1/2. Istnieja takie
q i |2, dla ktorych rozstrzygniecie pomiedzy tymi dwoma mozliwosciami jest NP—trudne.

Dla przypadku ¢ = 2, ktory bedziemy przez prawie catg reszt¢ wyktadu rozwazaé¢, mamy na-
turalny graf (V) F), gdzie E to zbiér tych par wierzchotkéw V' dla ktérych zostaty zdefiniowane
pewne ograniczenia (tj. cg € C).

Ten wynik ma znaczenie w kilku r6znych kierunkach, ktore by¢ moze oméwimy na przysztym
wyktadzie, w szczegdlnosci daje sie z niego wydedukowaé¢ nieaproksymowalnosé szeregu innych
probleméw (np. kliki, set—covera, max-3-sata). Teraz jednak skupmy sie na dowodzie. Przez
|G| oznaczymy |V| + |E|. Jeszcze uwaga o zrozumieniu — te dwa dowody (L = SL i PCP)
prezentujemy jako przyktad zastosowania ekspanderowego sposobu podejscia do problemow.
Jest w nich sporo czesci wspolnych i podobnych pomystéw, na ktére zdecydowanie warto zwrdcic
uwage, zrozumienie jednego z tych dowodéw zapewne pomoze w zrozumieniu drugiego.

Zaczniemy od trywialnego faktu (nieco podobnego do tego, od czego zaczynal sie¢ dowdd

L=SL):
Fakt 4.6. Jesli UNSAT(G) # 0, to UNSAT(G) > 1/|G| — jesli nie da sie spetié¢ wszystkich

warunkéw, to zawsze przynajmniej jeden z |E| warunkéw bedzie niespelniony.
Naszym gtéwnym narzedziem bedzie zatem twierdzenie o amplifikacji:

Twierdzenie 4.7 (o amplifikacji). Istnieje taki alfabet 3y, ze dla kazdego 3 istnieja state C' > 0
i1l > a >0, oraz algorytm. Algorytm bierze na wejsciu graf ograniczen G = (V, E, %, C), i
zwraca graf G’ speliajacy nastepujace warunki:

o |G'| < CIG;
e Jezeli UNSAT(G) =0 to UNSAT(G") = 0;
e UNSAT(G') > min{2 - UNSAT(G), a}.
Algorytm ten dla ustalonego ¥ dziata w czasie wielomianowym od |G].

Koncepcja tu jest taka, ze skoro w kazdym podejéciu rozmiar grafu roénie liniowo, a UNSAT
sie (do pewnego momentu) podwaja, to po aplikacji caltej procedury log |G| razy dostaniemy
UNSAT(G") > a lub UNSAT(G") = 0, bez standéw posrednich, za$ rozmiar grafu wzrosnie
wielomianowo. Gdybys$my zatem umieli rozstrzygnac, ktory z tych dwodch przypadkow zachodzi,
to umieliby$my rozwigza¢ problem ograniczonego przypisania, o ktérym wiemy, ze jest NP—
zupely. PrzeprowadZzmy formalny dowdd:



Dowd6d PCP aproksymacyjnego z twierdzenia o amplifikacji. Dowodzimy NP-trudnosci problemu
rozrézniania, redukujemy do problemu spetniania ograniczen. Wezmy zatem instancje problemu
spelniania ograniczen dla, powiedzmy, ¢ = 2 i ¥ = 3. Jest to pewien graf GG. Konstruujemy
przy pomocy twierdzenia o amplifikacji ciag graféw ograniczen G;, gdzie Gy = G, za$ G,
to graf otrzymany z G; przez twierdzenie o amplifikacji. Wtedy |Gi| < C*¥|G|, oraz jedli
UNSAT(G) = 0 to UNSAT(Gy) = 0. Dodatkowo dla t = [log«] jesli UNSAT(G) > 0,
to UNSAT(G;) > «.

Teraz jeszcze checemy doj$¢ z a do 1/2. Radzimy sobie z tym prosto, kosztem podwyzszenia
g — niech (1 — a)* < 1/2. Rozwazmy konicowy uktad ograniczen G”, w ktérym ¢ = 2u, za$
kazdemu ciagowi u ograniczen z G; odpowiada jedno ograniczenie, bedace AND—em tego ciggu.
Wtedy jesli w pierwotnym grafie pewne wartosciowanie spetniato 1 — a spos$réd ograniczen, to
teraz spetnia (1 —a)" < 1/2. Zatem zredukowali$my instancje speliania ograniczen dla g = 21
|X| = 3 (o ktérym to problemie wiemy, ze jest NP—trudny) do instancji rozrézniania dla ¢ = 2u
2] =% O

Moze nas tu nieco martwic¢ poszerzenie sie zaréwno ¢, jak i alfabetu. Poszerzenie sie ¢ jest
w pewnym sensie nieuniknione, to cena, ktorg sie ptaci za dociggniecie obszaru nieaproksymo-
walnosci do 1/2 — zwr6émy uwage, ze gdyby satysfakcjonowal nas statych rozmiar6w obszar
nieaproksymowalnosci, to mozemy pozostaé¢ przy ¢ = 2. Przyrost rozmiaru alfabetu jest w
pewnym sensie mniej bolesny — istnieja standardowe techniki teorioztozonosciowe, ktorych nie
bedziemy dowodzi¢, ktére pozwalaja zredukowac rozmiar alfabetu do statego rozmiaru. Mam
wrazenie, ze ten rozmiar, do ktérego mozemy sie zredukowac, to nie wiecej niz 8, ale nie chcial-
bym za to reczy¢. Sformutujmy tu twierdzenie, na ktore bedziemy sie powotywac:

Twierdzenie 4.8 (o kompozycji). Istnieje taka stata G35 > 0 i taki ustalony alfabet 3, ze dla
dowolnego grafu ograniczen G = (V, E, 3, C') mozna w czasie liniowym od |G| (dla ustalonego
|X|) skonstruowaé graf G' = (V', E’, %, ("), dla ktérego |G| < ¢(X)|G| oraz f5- UNSAT(G) <
UNSAT(G") K UNSAT(G).

To twierdzenie pozostawiam bez dowodu, jest to — podobniez — stosunkowo standardowe
narzedzie w teorii ztozonosci, mato grafowe, wiec dla nas mato interesujace. Osoby ewentualnie
zainteresowane odsytam np. do pracy “The PCP theorem by Gap Amplification” Irita Dinura,
sekcji b, 7, oraz dodatku B.

4.3 Twierdzenie o amplifikacji — zarys, potrzebne sktadniki
Przypomnijmy — dowodzimy nastepujacego twierdzenia o amplifikacji:

Twierdzenie 4.9. Istnieje taki alfabet ¥, ze dla kazdego 3 istniejg state C' > 0i1 > a > 0,
oraz algorytm. Algorytm bierze na wejsciu graf ograniczen G = (V, E, %, C), i zwraca graf G’ z
ograniczeniami nad X, spetniajacy nastepujace warunki:

o |G <CIG;
o Jezeli UNSAT(G) =0 to UNSAT(G') = 0;
e UNSAT(G') > min{2 - UNSAT(G), a}.

Algorytm ten dla ustalonego ¥ dziala w czasie wielomianowym od |G].



Proces amplifikacji bedzie sktadal sie¢ z trzech czesci. Wpierw zrobimy preprocesing grafu,
aby uczyni¢ z niego graf d-regularny o okreslonej przerwie spektralnej, nie tracgc jednoczesnie za
duzo z warotéci UNSAT. Potem bedziemy nasz graf potegowaé (poprawiajac wartos¢é UNSAT,
acz pogarszajac stopien i rozmiar alfabetu), a potem zredukujemy rozmiar alfabetu z powrotem
przy pomocy twierdzenia o kompozycji. Przyjrzyjmy sie¢ przez chwile, jak dziata potegowanie
grafu. Rozwazmy graf ograniczen G = (V, E, %, (), gdzie zakladamy, ze G (jako graf) jest
d-regularny. Definiujemy nastepujaca operacje:

Definicja 4.10. Dla ¢ > 1 definiujemy potege grafu d-regularnego G (oznaczang G') jako naste-

pujacy graf ograniczen nad alfabetem 2

e Wierzcholki sie nie zmieniaja: V(G") = V(G);

e Krawedziami G* sa $ciezki dtugosci t w G (czyli na poziomie samego grafu jest to normalne
potegowanie);

e Alfabet ma moc ¥4, Pewna wartos¢ a tego alfabetu w wierzchotku v interpretujemy
jako informacje o warto$ciach we wszystkich wierzchotkach, do ktorych da sie dojsé z v
w doktadnie [t/2] krokach. Oznaczmy zbiér tych wierzchotkéw przez I'(v). Oczywiscie
IT(v)| < d'*?!, a zatem przyjmujac pewien (dowolny) kanoniczny porzadek mozemy my-
sle¢ o wartosci a jako o przypisaniu z I'(v)—o (ignorujac nadwyzkowe wartosci, jesli jakis
wierzchotek daje sie odwiedzi¢ na wiecej niz jeden sposéb).

e Trzeba jeszcze zdefiniowaé ograniczenie na krawedzi (u,v) € E(G"), czyli okreslié¢, ktére
pary (a,b) € /! spetniaja to ograniczenie. Otéz przyjmujemy jako pary spetniajace
takie pary a,b, ze istnieje wartosciowanie na I'(u) U I'(v), ktore jest zgodne z a i b (czyli
w szczegblnosci a 1 b musza by¢ zgodne na I'(u) NT'(v)), oraz jest zgodne na krawedziach
z EN ([(u) UT(v)). Czyli, innymi stowy, wartodciujemy to, co a i b méwia nam, jak
owartosciowac i sprawdzamy, czy jest to legalny fragment warto$ciowania na G.

Zauwazmy, ze potegowanie nie psuje tego, ze istnieje wartosciowanie:
Fakt 4.11. Jedli UNSAT(G) =0, to UNSAT(G") = 0 dla dowolnego ¢t > 1.

Bardziej ciekawy jest fakt, ze tak zdefiniowana operacja, jesli bierze graf o przyzwoitych
wlasnosciach ekspansji, to podnosi UNSAT, jesli byt on niezerowy. Kluczowym technicznym
faktem bedzie tu nastepujacy lemat o amplifikacji:

Lemat 4.12 (o amplifikacji). Istnieje stala (o = ((d,A’,|X]|), ze dla kazdego d-regularnego
grafu ograniczen GG, o bezwzglednej przerwie spektralnej A’, z petla w kazdym wierzchotku,
nad alfabetem > zachodzi

UNSAT(G") > B2Vt min{UNSAT(G), 1}.

Do aplikacji tego lematu potrzebny bedzie pewien preprocesing:

Lemat 4.13 (o preprocesingu). Istnieja takie state C', d > 2, #; > 01 A’ > 0, ze dla dowolnego
grafu ograniczen G w czasie wielomianowym od |G| da sie skonstruowaé¢ graf ograniczen G’
spetniajacy:

e (& jest d-regularny i ma petle w kazdym wierzchotku;
o |G <CIG;



° A/(G/) > A/;
e (' ma ten sam alfabet co G;
e 31 -UNSAT(G) K UNSAT(G") K UNSAT(G).

Zakladajac te dwa lematy bedziemy w stanie udowodnié¢ twierdzenie o amplifikacji (a wiec
i cale PCP):

Dowod. Wezmy graf GG. Niech 31 bedzie dane przez lemat o preprocesingu, (33 — przez twier-
dzenie o kompozycji, niech By = 3(d, A, |X]), gdzie d i A’ pochodza z lematu o preprocesingu,
za$ ¥ to alfabet grafu G. Wezmy t > (2/515203)%

Niech G bedzie grafem z lematu o preprocesingu dla G, Gy = G}, za$§ G3 — grafem z
twierdzenia o kompozycji dla GG5. Sprawdzamy po kolei:

e Rozmiar grafu w lemacie o preprocesingu oraz w twierdzeniu o kompozycji rosnie liniowo.
Przy potegowaniu liczba wierzcholkéw nie rosnie, stopiefi kazdego wierzchotka to d*, zatem
liczba krawedzi jest liniowa od liczby wierzchotkéw, skad w sumie |G3| < C|G|;

o Wszystkie grafy sa liniowego rozmiaru, a algorytmy — wielomianowe od rozmiaru grafu,
czyli caly proces dziata wielomianowo;

e Jesli UNSAT(G) =0, to zadna z trzech operacji tego nie zmienia;
e Jedli natomiast UNSAT(G) > 0, to UNSAT(G3) > Bzmin{B3VtUNSAT(G),1/t},

czyli dla o = (3/t teza twierdzenia o amplifikacji zachodzi.

]

4.4 Twierdzenie PCP — preprocesing

Teraz udowodnimy lemat o preprocesingu. Przypomnijmy — chcemy dowolny graf zmieni¢ w
graf d-regularny z petlami, stala przerwa spektralng, o liniowo duzym rozmiarze, z kontrola
nad zmiang parametru UNSAT. Zrobimy to w dwoch ruchach.

4.4.1 Rozbicie wierzchotkéw

Ustalmy sobie rodzine ekspanderéw o stopniu d — 1 i bezwzglednej przerwie spektralnej nie
mniejszej niz A’ > 0, taka, ze kazdy ekspander konstruuje sie w czasie wielomianowym od
swojego rozmiaru. Na wykladzie o zygzaku pokazali$my, jak dosta¢ rodzing dla n = (d — 1),
dostanie rodziny dziatajacej dla dowolnego n (by¢ moze z nieco gorszym A’) jest nietrudnym
¢wiczeniem. 7 twierdzen o poréwnywaniu przerw i ekspansji wynika w szczegolnosci, ze wszyst-
kie te ekspandery maja ekspansje krawedziowa nie mniejsza niz pewne h > 0.

Rozwazmy graf ograniczen GG. Wpierw definiujemy graf G’ nastepujaco — kazdy wierzcho-
tek v € V(G) zmieniamy na degv wierzchotkow [v] w grafie G'. Dla krawedzi wv € E(G)
dodajemy doktadnie jedna krawedz pomiedzy pewnym wierzchotkiem z [v] i pewnym wierz-
chotkiem z [u], kazdy wierzcholek ma doktadnie jedna taka krawedZ zewnatrzna (obrazek jest
taki, jak u Marcina w rysunku zygzaku). Na tej krawedzi ktadziemy ograniczenie takie, jak na
pierwotnym wv. Dodatkowo na [v] ktadziemy krawedzie wedle ekspandera z naszej rodziny o
deg v wierzchotkach, za$ jako ograniczenia ktadziemy rownosci.

Graf, ktory otrzymaliSmy jest oczywiscie d-regularny. Nie ma jeszcze petli ani sensownej
przerwy spektralnej. Jego rozmiar wzrost, wbrew pozorom, liniowo — kazda stara krawedz
zrodzita do dwdch nowych wierzchotkéw (jeden, jesli byta petla), zas nowych krawedzi jest
liniowo wiele (bo graf jest regularny). Sprawdzmy, co sie stalo z parametrem UNSAT.



Stwierdzenie 4.14. cUNSAT(G) K UNSAT(G') <K UNSAT(G).

Dowdd. Wpierw prosta czes¢ — U NS AT nie wzrost. Wezmy optymalne przypisanie ¢ dla G. W
sposdb naturalny daje ono przypisanie ¢’ na G’ — na wierzchotkach z [v] ktadziemy ¢(v). Wtedy
ograniczenia na krawedziach “wewnetrznych” sa spetnione, za$ na zewnetrznych sa speliowe
wtedy i tylko wtedy, jesli byty spetnione w G. Czyli na sztuki niespetnionych ograniczen jest
tyle samo, a krawedzi przybyto — zatem UNSAT nie wzrést (a nawet, zapewne, zmalal).
Teraz trudniejsza czesé. Idea jest taka, ze “gesta” struktura ekspandera w chmurze wierz-
chotkow bedzie silnie karata za przypisywanie wierzchotkom wewnetrz chmury réznych wartosci.
To teraz formalnie. WeZmy dowolne przypisanie o’ w G'. Wezmy przypisanie 0 w G, ktoére
jest przypisaniem wickszosciowym — tj. dla kazdego wierzchotka v € V(G) wybieramy ten
element X, ktéry jest najliczniej reprezentowany w [v] przez o’. Zauwazmy, ze |E(G')| < d|E|.
Niech F' bedzie zbiorem tych krawedzi w FE, ktorych ograniczenia nie sg spetnione przez o,
wtedy |F| > o|E| > «|E'|/d. Analogicznie definiujemy F’ jako zbiér tych krawedzi z E (nie z
E'"), ktérych ograniczenia nie sa spetnione przez ¢’. Niech S bedzie zbiorem tych wierzchotkéw
z V', ktére nie sg zgodne z najliczniejszym przypisaniem w swojej grupie wierzchotkéw.
Zauwazmy, ze kazda krawedz z F' ma albo przynajmniej jeden koniec w .S, albo nalezy do F”.
Stad |F'|+|S| > o|E'|/d. Jesli |F'| > «|E’|/2d, to juz koniec — mamy UN SAT(¢") ograniczony
z dotu przez pewna stata. W przeciwnym razie dzielimy S na zbiory S(v,a), gdzie v € V(G),
a € ¥ — S(v,a) to zbiér tych wierzchotkéw z [v], dla ktérych o’ przyjmuje wartosé a. Ze zbioru
S(v,a) wychodzi w [v] przynajmniej h|S (v, a)| krawedzi — jako, ze a nie byto najliczniejszym
przypisaniem w [v], to |S(v,a)| < [v]/2. Kazda z tych krawedzi miata ograniczenie réwnosciowe,
ktére — jako, ze krawedZ opuszcza S(v, a) — nie jest spelnione. Zatem, sumujac po wszystkich
v i a, otrzymujemy przynajmniej h|S|/2 krawedzi nie speliajacych swoich ograniczen, co —
wobec zalozenia |S| > |E’|/2d — znowu konczy zadanie. O

4.4.2 Dodanie ekspandera

Udalo nam sie zatem (bardzo korzystajac z ekspanderéw) zbié¢ stopien nie tracac jednoczesnie
zbyt wiele na UNSAT. Teraz chcemy jeszcze podbi¢ ekspansje i dodaé¢ petle. To zrobimy
bardzo prosto — petle po prostu dodamy, oraz, dodatkowo, wezmiemy ekspander z naszej
rodziny na V(G) i dodamy jego krawedzie (z krotnosciami) z pustymi (tj. zawsze spetnionymi)
ograniczeniami.

Rozmiar naszego grafu wzrést najwyzej dwukrotnie (bo dwukrotnie zwickszyta sie liczba
krawedzi). Zauwazmy tez, ze graf docelowy ma petle i jest 2d-regularny. Co wiecej, ekspansja
wierzchotkowa nowego grafu jest nie gorsza niz ekspansja wierzchotkowa naszego ekspandera
z rodziny (bo dodanie krawedzi nie pogarsza ekspansji wierzchotkowej), a zatem, skoro mamy
kontrole nad stopniem i ekspansja wierzchotkowa, to kontrolujemy tez przerwe spektralng wy-
nikowego grafu. I na koniec UNSAT nie podniést sie (bo nowe krawedzie zawsze sa spekione,
wiec kazde przypisanie ma lepszy mniejszy UNSAT w nowym grafie niz w starym), a spad? co
najwyzej dwukrotnie (bo dodali$émy drugie tyle krawedzi).

To konczy dowdd lematu o preprocesingu — w wyniku dwoch przeprowadzonych trans-
formacji graf wynikowy ma stopien 2d, ograniczong od dotu przerwe spektralna, UNSAT nie
wzrost, a spadl co najwyzej o staty frakcje, rozmiar wzrést liniowo, alfabet sie nie zmienit,
zas$ cala konstrukcja byla wielomianowa (suma wielomianéw od stopni w pierwszym ruchu,
wielomian od rozmiaru w drugim na konstrukcje ekspanderéw, oraz trywialnie wielomianowe
pozostate operacje, np. sumowanie graféw i dodawanie petli).



4.5 Lemat o amplifikacji

Dowodzimy nastepujacego lematu:

Lemat 4.15 (o amplifikacji). Istnieje stata By = B(d,A',|X|), ze dla kazdego d-regularnego
grafu ograniczen G, o bezwzglednej przerwie spektralnej A’; z petla w kazdym wierzchotku,
nad alfabetem 3 zachodzi

UNSAT(G") > B2Vt min{UNSAT(G), 1}.

Zat6zmy dla prostoty zapisu, ze t jest liczba parzysta (w ten sposéb nie bedziemy wszedzie
pisa¢ sufitow). Oznaczmy d*/? przez D.

Udowodnimy nawet silniejszy nieco fakt. Wezmy dowolne wartoéciowanie & : V(G)—XP.
Ustalmy wartosciowanie wiekszosciowe o : V(G)—X, ktore wierzchotkowi v przypisuje wartosé
wiekszosciowa z & — puszczamy bladzenie losowe dlugosci t/2 z v, ladujemy w w, patrzymy, jaki
kolor wartosciowanie &(w) przypisuje wierzchotkowi v (oznaczaé¢ to bedziemy przez (a(w)),)
i wybieramy jako o(v) ten kolor, ktéry ma w tym procesie najwyzsze prawdopodobienstwo.
Udowodnimy, ze UNSAT(5) > Boy/t min{UNSAT (o), 1/t}, biorac minimum po & dostaniemy
teze.

Whpierw intuicja, czemu to dziala. Wezmy wartosciowanie o, i zal6zmy, ze wartosciowanie
0 pochodzi od tego o. Jesli wybierzemy jedna, losowa, krawedz, to prawdopodobienstwo, ze
jej ograniczenie nie jest spetnione to UNSAT (o). Jesli wezmiemy t losowych krawedzi, to to
prawdopodobienstwo powinno wzrosnaé okoto t razy (jesli UNSAT (o) jest mate w por6wnaniu
do 1/t). Idea jest taka, ze branie losowego btadzenia po ekspanderze powinno dobrze symulowaé
losowy wybor krawedzi. Zatem tatwo uwierzy¢, ze dla warto$ciowan pochodzacych od pewnego
wartosciowania pierwotnego faktycznie powinnismy mie¢ dobre oszacowanie. Trik teraz polega
na poradzeniu sobie z wartosciowaniami, ktoére nie pochodza od niczego. Nasza nadzieja jest
taka, ze one przynajmniej w racjonalnym stopniu “pochodzg” od swojego wiekszo$ciowego
wartosciowania.

Zacznijmy od ustalenia zbioru krawedzi F', dla ktérych o nie spelnia ograniczen. Jesli
UNSAT (o) < 1/t, to przyjmujemy za F wszystkie takie krawedzie, jesli nie, to przyjmujemy
dowolny zbiér |E|/t takich krawedzi. Teraz |F|/|E| < min{UNSAT(c),1/t}, i z doktadnoscia
do btedu zaokraglen zachodzi rownos¢.

Przypomnijmy, ze krawedzie w G* odpowiadaly éciezkom diugosci ¢ w G. Nieco naduzy-
wajac notacji bedziemy moéwié, ze Sciezka (vg,v1,...,v;) jest krawedzia w G*. Powiemy, ze
Sciezka (v, v1, ..., 1) jest zbita na i—tej krawedzi, jesli (v;_1,v;) € F i d(vg)y,_, = 0(v;—1) oraz
a(vg)w, = o(v;) (czyli opinia vy 0 v;_1 oraz v; o v; zgadzaja sie z wiekszosciowa). Tu uwaga — w
szczegbdlnoscei zaktadamy, ze te opinie istnieja. Oczywiscie jesli Sciezka jest bita przez jakakolwiek
swoja krawedz, to & nie spelnia ograniczen G* na tej $ciezce.

Niech e bedzie losowa $ciezka. Zwroémy uwage, ze stopien kazdego wierzchotka jest taki
sam, wiec losowa $ciezka zaczyna sie od losowego wierzchotka. Przez N(e) oznaczmy liczbe
krawedzi, ktore bija e sposrdd t/2—+/t,t/2++/t (czyli interesuja nas tylko $rodkowe krawedzie).
Interesowaé nas bedzie P(N(e) > 0) (widaé, ze szacujemy bardzo na pale, i stad weZmie sie w
ostatecznym szacowaniu ten y/f — da si¢ wyciagnaé i ¢, ale nam to nie jest potrzebne).

Bedziemy liczy¢ wartosci oczekiwane (bo to sie prosciej liczy). Zauwazmy, ze jesli X > 0, to

EX = EX1x-o < VEX2/P(X > 0),



4.6 Liczymy EN

Whpierw liczymy EN. Ustalmy numer krawedzi — EN to suma prawodopodobienstw, ze i—ta
krawedz bije $ciezke. Ustalmy dowolna krawedz z F' — ta krawedz jest i—ta krawedzig Sciezki z
prawdopodobienistwem 1/|E|, bo graf jest d-regularny, wiec z kazdej krawedzi grafu jestesmy w
stanie ustali¢ tyle samo $ciezek, majacych dang krawedz jaka :-ta. Czyli interesuje nas jeszcze
tylko to, zeby opinia vy 0 v;_1 oraz v; o v; zgadzaly sie z o (zwr6émy uwage, ze a priori te opinie
nie muszg istnie¢, zauwazmy tez, ze ignorujemy tu opinie vy 0 v; oraz vy o v;_1, ktére mogtyby
nam pomoc).

Czyli tak — puszczamy z v;_; 0 i — 1 krawedziach i pytamy, jakie jest prawdopodobienstwo,
ze dojdziemy do wierzchotka w, w ktérym & (w),, , = o(v;—1). Zauwazmy, ze jesli i — 1 = /2,
to to prawdopodobienistwo jest réwne przynajmniej 1/|3| — bo o(v;_1) zostalo wybrane jako
najliczniejsze sposrod przypisan na wierzchotkach odleglych o dokladnie ¢/2 od v;_;.

Teraz jest fragment probabilistyczny, ktéry pomine, choé¢ nie jest trudny. Pomyst jest taki,
ze skoro w kazdym wierzchotku jest petla, to tak naprawde Sciezki dtugosci [ to tak naprawde
Sciezki dtugosci okoto I(d—1)/d, oraz petle. 1, co wiecej, jak weZzmiemy $ciezke dtugosci [ bliskie;
t/2, to prawdopodobienstwo tego, ze wykonamy na niej doktadnie k£ ruchow w przod (nie po
petli) jest bliskie prawdopodobiefistwu tego, ze wykonamy k ruchéw na Sciezce t/2, o ile k jest
bliskie wartosci oczekiwanej:

Lemat 4.16. Jesli mamy dwa rozktadny dwumienne z tym samym prawdopodobienstwem suk-
cesu p, i lg — Iy < Iy < lp+ /ly oraz staly c, to istnieje taka stata 7(c, d), ze dla dostatecznie
duzych Iy i kazdego k spetniajacego |k — ply| < cv/ly zachodzi

P(Byy = k) _ 1

"SPBL, =k T

To, co méwi ten fakcik na nasze, to ze jesli dtugosci Sciezek sa bliskie (w promieniu pier-
wiastka jednej z nich), to prawdopodobienistwa tego, ze obie te Sciezki beda mialy pewna usta-
long liczbe niepetlowych krawedzi jest podobne, o ile ta liczba jest bliska wartosci oczekiwanej
(znowu, w promieniu pierwiastkowym).

To teraz dlaczego stad wynika teza (gdzie teza jest, ze tam jest sporo takich Sciezek)? Ot6z
chcemy policzyé¢, ile jest Sciezek dtugosci ¢ — 1, ktére koncza bieg w takim wierzchotku, ktory
przypisuje do v;_; warto$¢ o(v;—1) (czyli te wiekszosciowa). Ot6z jest ich

i1
> P(k krokéw z i — 1)P(Sciezka dl. k trafia dobrze).
k=0
Te sume szacujemy przez sume po okolicach wartosci oczekiwanej k, czyli kg = (i —1)(d —1)/d:
ko+Cvko
> P(k krokéw z i — 1)P(Sciezka db. k trafia dobrze).
k=ko—CV'ko
Na tych wartosciach k£ prawdopodobienstwo trafienia dobrze k krokéow z ¢ — 1 jest bliskie praw-
dopodobienstwu trafienia dobrze k krokéw z t/2, szacujemy z dotu przez:
ko+Cvko
> 7 'P(k krokéw z t/2)P(Sciezka dl. k trafia dobrze).
k=ko—Cv'ko
Stata 7 zalezy od C, nie przeszkadza nam to. Teraz dodajemy z powrotem reszte sumy, i
odejmujemy:
v/
7Y P(k krokéw z t/2)P(Sciezka dl. k trafia dobrze) — 77" Y P(k krokéw z ¢/2).
k=1 k¢ [ko++/ko]



Pierwotna suma to przynajmniej 1/|X|, czyli razem po lewej dostajemy (7(C)|%|)~!. Teraz
dobieramy C' tak, zeby prawa strona byla mniejsza od (2|X])7, i juz jest dobrze — dostajemy
szacowanie calosci z dotu przez (27]2|)7, czyli tyle, ile oczekujemy. Sumujac po i dostaniemy
EN > CVtF|/|E).

4.7 Liczymy EN?

To bedzie istotnie prostsze — oszacujemy od gory ile razy losowa Sciezka przecina zbior F
— to oczywiscie szacuje z gory N(e) (czyli w ogélnie nie martwimy sie przypisaniami). Jak
poprzednio piszemy Z(e) = Y Z;(e) — odpowiednie indykatory trafienia na i—tej krawedzi.
Oczywiscie EN?(e) < EZ*(e) = Y EZZ(e)+2YEZ, Z; = ][|%+2 Y EZ;Z;, gdzie I to odcinek
t/2 4+ /1.

Teraz koncept jest taki, ze poniewaz graf jest ekspanderem, to korelacje pomiedzy krawe-
dziami nie trwaja zbyt dlugo. Przypomnijmy, Ze na ¢wiczeniach byl taki fakt (zadanie 74),
ze jesli zaczynam w ztej krawedzi i WkaIIUJQ 1 krokow, to i—ty wykonam zta krawedzia z
prawdopodobiefistwem co najwyzej Ml + ((d — A')/d)". Czyli tu EZ;Z; = P(Z; = 1)P(Z; =

|E|
11Z; = 1) < EMEI + A71=2) " edzie A = (d — A')/d jest jakaé staly. Wobec tego mamy
Yicj B2 Z; = ][|(][| —1) }g:i ‘lgl Sier Xj=i X772 Wewnetrzna suma zwija sie do stalej, czyli
|F] |F|

dostajemy ]I[ ‘E| Teraz || < 1, skad calosé szacuje sie z gory przez CVt

|Z]|
Wobec tego, szacujac calo$é, dostajemy P(N(e) > 0) >
lematu o amplifikacji.
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