Kazdy dzial ma tematy podzielone na dwie czesci: podstawowe i zaawansowane. Na egza-
minie trzeba bedzie umie¢ wszystkie dzialy w wersji podstawowej i jeden, wybrany, w wersji
podstawowej i zaawansowanej. Jesli nie ma wyraznie powiedzianego, ze trzeba umie¢ dowdd
czegos, to nie trzeba.

1

1.1

Skojarzenia

Wersja podstawowa

Definicja skojarzenia, skojarzenia doskonatego.

Twierdzenie Halla z dowodem. Wz6r Ore z dowodem. Zastosowania twierdzenia Halla,
w tym zadania 25-30.

Twierdzenie Koniga z dowodem.

Twierdzenie Tutte i wzér Tutte-Berge. Proste zastosowanie twierdzenia Tutte, np. dowdd,
ze w grafie kubicznym bez mostow jest doskonate skojarzenie.

Rozktad Gallai-Edmondsa z prostym zastosowaniem, np. zadanie 24.

Definicja Perfect Matching Polytope i wielokomérki skojarzen mocy |V;| w grafie dwudziel-
nym G = (V;, Vs, E). Twierdzenie Edmondsa o charakteryzacji PMP i tej wielokomorki.
Dowdd jednej z (czterech) implikacji. Proste zastosowanie (np. graf kubiczny bez mostow
jest pokryty przez skojarzenia).

Definicja ciasnego ciecia i rozktadu na cegly i klamry. Przyktad. Charakteryzacja cegiet
i klamr.

Twierdzenie ELP o wymiarze PMP. Prosty wniosek z niego, np. o liczbie doskonatych
skojarzen w cegle.

. S—4ciezki. Podziat Madera. Twierdzenie Gallai. Przyktad.

Wersja zaawansowana

Dowdd twierdzenia Tutte i wzoru Tutte—Berge.

Dowdd rozkladu Gallai-Edmonds.

. Analiza graféw krytycznych (zadania 22 i 23).

. Warunek Halla ze statymi i Crown Decomposition (zadania 18 i 19).

Dowdd twierdzenia Edmondsa o charakteryzacji PMP i wielokomérki skojarzen mocy |V;|
w grafie dwudzielnym G = (V4, Vo, E).

Dowdd charakteryzacji klamr.

Szacowanie liczby doskonatych skojarzen w grafach kubicznych bez mostéw przez n/4+2,
z dowodem.

Dowdéd twierdzenia Gallai o S—Sciezkach (bez dowodu istnienia blokera). Sformutowanie
twierdzenia Madera.



2.1

10.

11.
12.

13.

2.2

Ekspandery

Wersja podstawowa

. Definicja ekspansji wierzchotkowej i krawedziowej oraz wzglednej i bezwzglednej przerwy

spektralnej, podstawowe wlasnosci macierzy grafu (symetria, wartosci wlasne istnieja,
wektory wlasne ortogonalne, wartosci whasne co do modutu nie wieksze niz d).

Réwnowaznosé (dla graféw d-regularnych) A(G) = 0, hg(G) = 0 1 G niespdjny lub
dwudzielny z dowodem.

Réwnowaznosé (dla grafow d-regularnych) A'(G) = 0, hy(G) = 01 G niesp6jny z dowo-
dem.

Trywialny algorytm redukcji losowosci (ten z braniem wszystkich punktéw w otoczeniu),
z dowodem.

. Algorytm redukcji losowosci przez btadzenia losowe — definicja algorytmu oraz szacowa-

nie prawdopodobienstwa btedu

. Definicja produktu kartezjanskiego i tensorowego oraz potegi grafu, zachowanie spektrum

przy tych operacjach z dowodem.
Nieroéwnosci wigzace ekspansje i przerwy spektralne.

Definicja zygzaka i umiejetnosé narysowania zygzaka prostych graféw (np. zadanie 60)

. Wlasnoéci zygzaka (liczba wierzchotkéw, stopien, przynajmniej jedno szacowanie na eks-

pansje)

Konstrukcja deterministyczna duzego ekspandera uzywajaca zygzaka jako czarnej skrzynki
(wraz z definicja z zadania 77)

Twierdzenie L = SL — sformutowanie
Randomizowany algorytm L = SL z dowodem
Twierdzenie PCP — sformutowanie twierdzenia oraz sformutowania trzech krokéw (pre-

procesing, amplifikacja, kompozycja).

Wersja zaawansowana
Dowod nierownosci wiazacych przerwy spektralne i ekspansje
Dowdd wtasnosci zygzaka
Dowody konstrukcji ekspandera (wraz z zadaniami 77 i 78)

Dowdd twierdzenia L = SL albo dowdd kroku o preprocesingu oraz precyzyjny szkic
dowodu twierdzenia o amplifikacji z twierdzenia PCP

Dowod wtasnosci algorytmu redukcji losowosci

Expander mixing lemma z dowodem
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Minory

Wersja podstawowa

. WQO — definicja, podstawowe wtanosci (zadania 79, 80, 111). Lemat 1.5 (skonczone

podzbiory WQO sa WQO) z dowodem.
Relacja bycia minorem i topologicznym minorem. Przyktady.

Twierdzenie Kruskala (twierdzenie 1.6).

. Treewidth. Definicja, przyktady, sformutowanie gry o policjantach i ztodzieju (zadanie

97). Podstawowe wlasnosci (zadania 84-91).

Ciernie. Definicja. Dowdd, ze w dekompozycji drzewowej istnieje worek pokrywajacy cier-
nie (lemat 2.2). Twierdzenie, ze minimalna szerokos¢ dekompozycji odpowiada maksy-
malnemu rzedowi ciernia.

Definicja zbioru zewnetrznie k-spojnego (definicja 2.4). Dowdd, ze zbiér zewnetrznie k-
spojny o duzych parametrach implikuje duzy treewidth (zadanie 102).

Twierdzenie o kracie.

. Wyprowadzenie z twierdzenia o kracie twierdzenia Robertsona-Seymoura dla grafow pla-

narnych.
Sformutowanie twierdzenia Robertsona-Seymoura.

Zastosowania: rozpoznawanie klas graféw zamknietych na branie minoréw (twierdzenia

47, 4.814.9).
Algorytmy na rozpoznawanie treewidthu (twierdzenia 4.10, 4.11 i 4.12).

Algorytmy dynamiczne po dekompozycji drzewowej. Bidimensionality. (zadania 123-131).

Wersja zaawansowana

Dowdd twierdzenia Kruskala.

Definicja k-splatania i lemat, ze duzy treewidth daje duze splatanie (definicja 2.5 i lemat
2.6, bez dowodu).

Dowdd twierdzenia o cierniach i dekompozycjach drzewowych.

Dowdd twierdzenia o kracie dla dowolnych graféw (bez liczenia statych, wystarczy ,duzo”
i ,mato”) (nie trzeba dowodzi¢ lematu o splataniach).

Szkic dowodu Robertsona-Seymoura (sekcja 4.1 bez definicji 4.3 i 4.4 i topologicznych
szczegblow 4.1.3).
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Kolorowania

Wersja podstawowa

Kolorowania, kolorowania listowe — wierzchotkowe i krawedziowe. Definicje x(G), x'(G),
ch(G), ch/(G). Zadanie 132.

Latwe szacowania liczby chromatycznej. Lematy 1.3 i 1.4 z dowodami.

Algorytm kolorowania zachtannego, definicja col(G), dowdd optymalizacji col(G).
Wtasnosci algorytmu, zadania 135 i 136.

Twierdzenia Brooksa, Hajnala—Szemerediego i Erdosa

Twierdzenie o pieciu barwach z dowodem

Twierdzenia Thomassena, Koniga, Vizinga

Definicja grafu doskonatego, przyktady (tj. zadanie 141 bez dowodu)
Twierdzenia Lovasza (2.5 1 2.7)

Twierdzenie Chudnovsky—Robertson-Seymour—Thomas o charakteryzacji graféw dosko-
natych

. Sformulowanie twierdzenia o czterech barwach

. Réwnowaznos¢ trzykolorowan krawedziowych i czterokolorowan wierzchotkowych, z do-

wodem.

Minimalny kontrprzyktad na twierdzenie o 4 barwach nie ma wierzchotkéw stopnia 4 i
mniej, z dowodem.

Wersja zaawansowana
Wielomian chromatyczny (zad 139 z dowodem)
Dowdd twierdzenia Thomassena
Dowdd zadania 141
Dowody obydwu twierdzen Lovasza

Definicja konfiguracji, zbioru spéjnego, zebra, sparowania ze znakami, konfiguracji redu-
kowalnej, wolnego uzupeienia.

Dowdd, ze zbiér mozliwych kolorowan wolnego uzupehienia jest spdjny (przynajmniej
dla nienawinietego cyklu)

Idea dowodu komputerowego redukowalnosci konfiguracji
Zadanie 147 z dowodem

Discharging — co to jest i jak to dziala, z przykladem (zadanie 150 z dowodem lub zadanie
159 z dowodem dla stalej 20)

Idea dowodu nieuniknionosci konfiguracji redukowalnych przez discharging.



