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Zadanie 1

Chciatbym udowodni¢, ze tw(G) = tw(H). Wiemy, ze H powstaje z G przez zastosowanie
skonczonej liczby operacji polegajacych na zamianie krawedzi ab na krawedzie ac i cb, gdzie
¢ jest nowym wierzchotkiem, natomiast G powstaje z H przez skonczenie wiele operacji, z
ktorych kazda polega na wybraniu wierzchotka x stopnia 2 i zlepieniu krawedzi yr i xz w
krawedz yz oraz usuniecie wierzchotka x.

Pokaze, ze zadna z tych operacji nie pogarsza szerokosci drzewiastej, co dowiedzie, ze
jej nie zmieniaja (bo sa do siebie odwrotne).

Dodanie wierzchotka
Rozpatrzmy dwa przypadki:

1. treewidth > 1

Rozpatrzmy optymalng dekompozycje drzewiasta. Niech ¢ bedzie wierzchotkiem, w
ktérym jest krawedz ab, tzn. oba jej konce. Dodajmy dla t nowego sasiada, t', ktéry
bedzie zawieral wierzchotki a, b i c¢. Nie pogorszy to szerokosci drzewiastej, a nowe
drzewo bedzie poprawna dekompozycja nowego grafu.

2. treewidth <1

Na ¢wiczeniach pokazywalismy, ze w takim razie graf jest lasem. Po zmianie, nadal
pozostaje lasem, a wiec nadal treewidth < 1

Usuniecie wierzchotka

Wezmy optymalng dekompozycje drzewiastg. Niech A,, A, i A, beda amebami interesu-
jacych nas wierzchotkéow (przypominam, ze chcemy usunaé x sasiadujacy tylko z y i z).
Niech nowa amebag y bedzie A, U A,, przy zachowaniu calej reszty dekompozycji. Aby
sprawdzi¢, czy jest to poprawna dekompozycja, musimy jedynie zbadacé, czy jest w niej
wierzchotek zawierajacy oba wierzchotki y i z. Jest tak, gdyz jest to wierzchotek, ktory
zawieral wezesniej x i z, a taki na pewno istniat. Naturalnie, nowa dekompozycja ma nie
gorsza szerokosc.



Zadanie 2

Postepujemy zgodnie z rozdziatem 4.2.3 wyktadéw o minorach.

1. Uruchamiamy algorytm 4-aproksymacyjny znajdowania dekompozycji drzewiastej

dla t = 100V/%.

2. Jesli znalazt dekompozycje, uruchamiamy dynamika opisanego ponizej, ktory daje
odpowiedz.

3. Jesli nie znalazt, to wiemy graf ma duza krate jako minor.

4. Zauwazamy, ze jesli z grafu mozna usunac¢ k wierzchotkow, aby pozostata czes¢ byta
lasem, to z jego minora réwniez (usuwamy wierzchotki, w ktérych sa zlepione orygi-
nalne).

5. Widzimy, ze z kraty trzeba pozby¢ sie co najmniej potowy krawedzi, a usuniecie
wierzchotka powoduje pozbycie si¢ co najwyzej 4 z nich, wigc musimy usunaé co
najmniej co czwarty wierzchotek, co jest liczbg wieksza od k.

6. W zwiazku z powyzszym odpowiadamy ,NIE”.

Dynamik

Dla kazdego wierzchotka dekompozycji i kazdego pogrupowania jego wierzchotkow obli-
czamy, ile wierzchotkéw trzeba usunaé¢ w tym wierzchotku lub jego poddrzewie w dekompo-
zycji, aby uzyskaé¢ doktadnie takie potaczenia. Pogrupowan jest O(t'), gdzie t jest szeroko-
scia dekompozycji. Oczywiscie, dekompozycje mozemy tak zmieni¢, aby zaden wierzchotek
nie miat wiecej niz dwoch synow.

Wtedy, wiedzac ktére wierzchotki grafu z aktualnego wierzchotka dekompozycji usu-
wamy oraz znajac pogrupowania synéw (O(2' - ¢' - t') kombinacji) oraz krawedzie ktore
nalezy rozpatrze¢ w ramach przetwarzania aktualnego wierzchotka, otrzymujemy koncowe
pogrupowanie i ilos¢ wierzchotkéw do usuniecia.

Na koniec sprawdzamy, czy dla ktorego$ pogrupowania w wierzchotku dekompozycji
ilo$¢ usunietych wynosi co najwyzej k i w zaleznosci od tego, dajemy ostateczng odpowiedz.

Caty algorytm dziala w zadanym czasie.

Zadanie 3

Skonstruuje ciag drzew, ktérego elementy maja nieograniczona szeroko$é¢ Sciezkowa, co
dowiedzie, ze nie istnieje taka stata k.

Wezmy Dy bedace pojedynczym izolowanym wierzchotkiem (korzeniem tego drzewa).
Dla n > 1, D, bedzie sie sktadal z korzenia, oraz trzech drzew D,,_, ktérych korzenie
potaczone beda z korzeniem D,,. Chciatbym pokazaé¢ indukeyjnie, ze pathwidth(D,,) > n.
Oczywiscie, pathwidth(Dy) > 0.



Dowdd kroku indukeyjnego: wiemy ze pathwidth(D,_1) > n — 1 i chcemy pokazaé ze
pathwidth(D,,) > n. Trzeba dowiesé, ze dowolna dekompozycja $ciezkowa ma szerokosé co
najmniej n. Wezmy wiec dowolng taka dekompozycje.

Ameba kazdego wierzchotka jest spojna, wiec jest przedziatem na $ciezce. Spojrzmy na
trzy drzewa D,,_; zawarte w D,,. Dla kazdego z tych trzech drzew, suma teoriomnogosciowa
po jego wierzchotkach ich ameb jest przedziatem. Suma przedzialéw jest bowiem zbiorem
roztacznych przedziatow, a w tym wypadku nie mozemy mieé¢ roztacznych czesci, gdyz
wtedy drzewo bytoby niespojne.

Rozpatrzmy teraz takie przedzialy dla tych trzech drzew. Ktorys z tych przedzia-
téw zaczyna sie najwczesniej na Sciezce, a ktoérys najpézniej konczy (byé moze ten sam,
by¢é moze tez sa remisy). W dowolnym razie, jeden z nich (jego drzewo oznaczam A)
zaczyna si¢ nie wczeSniej niz jakis inny i konczy nie podzniej niz jaki§ inny. Przedziat
bedacy ameba korzenia D,, musi przecina¢ sie niepusto z kazdym z trzech przedziatow
jego sasiadow, a wiec w szczegdlnosci z kazdym z trzech przedzialéw odpowiadajacych
trzem poddrzewom. W takim razie, suma ameb wierzchotkow z D, \ A pokrywa caly
przedzial A. Stad pathwidth(D,) > 1 + pathwidth(A), ale A jest drzewem D,,_;, czyli
pathwidth(D,,) > 14 (n — 1) = n, co konczy dowdd tezy indukeyjnej i catego zadania.



