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1 Zadanie 1

Zauwazmy, ze w graf H to tak naprawde K33, gdzie po jednej stronie mamy
Vi = {v1,v3,v5} a po drugiej Vo = {ve, vy, v6}. Kazdy wierzcholek ma stopien
doktadnie 3 a kazda krawedz w H taczy Vi z Va. Jak wiemy K33 nie jest
planarne, a graf G jest. Minor grafu planarnego jest planarny, zatem H nie jest
minorem G.

2 Zadanie 2

Niech G bedzie dowolnym grafem ktéry nie jest lasem. Rozwazmy drzewo T
bedace drzewem przeszukiwania algorytmu DFS. W oparciu o T stworzmy de-
kompozycje drzewowa G. Dla t € T do zbioru V; wezmy t oraz wszystkich
przodkow t' wezta t w drzewie przeszukiwania T', z ktorych wychodzi krawedz
(drzewowa badz niedrzewowa) prowadzaca do poddrzewa zaczepionego w t. To
jest dobra dekompozycja drzewowa, gdyz:

o V(G) = UerVy, gdyz t € Vy oraz V(T) = V(G),

e wezmy krawedz uv € E(G), T jest drzewem DFS zatem wv taczy potomka
z przodkiem, niech u bedzie potomkiem v, z konstrukcji V,, mamy u,v €
V., gdyz krawedz z v prowadzi po poddrzewa zaczepionego w u,

e dla kazdego v € V(G) zbior t : v € V; jest spojny w T, gdyz najwyzszym
weztem t € T (zakladajac ukorzenienie w wezle od ktorego zaczynamy
przeszukiwanie DFS) takim, ze v € V; jest t = v, a jesli v € V,, to a musi
by¢ potomkiem t w T oraz dla kazdego b bedacego na $ciezce od a do t w
T mamy v € V.

Lemat 1. Dla kazdego t € T mamy |V;| < maxcycle(G) < maxpath(G).

Dowdd. Wezmy dowolne ¢ € T. Niech x = |V;| — 1. Mozemy zalozy¢ ze x > 2
gdyz w przeciwnym wypadku teza w oczywisty sposéb zachodzi. Zauwazmy, ze
w V; wszystkie wierzchotki poza t to wezty powyzej t ktore leza na $ciezce od ¢ do
korzenia, gdyz ze w drzewie DF'S nie ma krawedzi skosnych. Wezmy wierzchotek
a z Vi \ {t} ktory jest najblizej korzenia w drzewie DFS. Zauwazmy, ze pomiedzy
wierzchotkami a oraz t jest co najmniej x — 1 wierzchotkéw, gdyz a byt najwyzej.
Skoro a € V; oraz x > 2 to z a wychodzi krawedZ niedrzewowa prowadzaca do
poddrzewa zaczepionego w t, ta krawedz zamyka cykl, ktéry ma conajmniej
x + 1 = |V;| wierzchotkéw, co koriczy gdyz maxpath(G) > maxcycle(G). O



Z powyzszego lematu mamy tw(G) < maxcycle(G) < maxpath(G).

3 Zadanie 3

Zauwazmy, ze mozemy skupi¢ sie na grafach spojnych, gdyz jesli pokazemy ze
sp6jne grafy proste w ktorych nie ma $ciezki prostej dtuzszej niz k uporzadko-
wane przez relacje bycia podgrafem stanowia WQO, to z lematu 1.5 z notatek
(o skoriczonych podzbiorach) dostaniemy uporzadkowanie wszystkich grafow z
Ok

Niech zbior Ay bedzie zbiorem wszystkich drzew przeszukiwania algorytmu
DFS, czyli pojedynczy element zbioru A sktada sie z:

e ukorzenionego drzewa przeszukiwania o glebokosci (dlugosci $ciezki od
korzenia do najdalszego liScia) nie wiekszej niz k, w ktorym dzieci weztow
sa uporzadkowane (ze wzgledu na kolejnosé ich odwiedzania),

e zbioru krawedzi niedrzewowych, ktére zawsze taczg przodka z potomkiem.

Relacje < na elementach Aj definiujemy nastepujaco. Niech ai,as € Ag. Za-
chodzi a; < ag wtw gdy ay da sie otrzymaé z as przez nieujemng liczbe naste-
pujacych operacji:

e usuniecie krawedzi niedrzewowej,

e usuniecie liscia z drzewa (wraz z incydentnymi krawedziami zar6wno drze-
wowa jak i niedrzewowymi).

Lemat 2. Dia kazdego k > 2 (A, <) jest WQO.

Dowdd. Postepujemy tak jak w dowodzie tw. Kruskala. Przeprowadzamy do-
wod nie wprost, czyli konstruujemy ciag kontrprzyktad w taki sposob, ze jesli
mamy ai,...,a, to jako a,y1 wybieramy element A; o najmniejszej liczbie
weztow, taki ze aq,...,an+1 jest prefiksem jakiegos ciagu kontrprzyktadu.

Zauwazmy, ze w kazdym elemencie a ze zbioru A mozemy spojrzeé na pierw-
szy przetworzony wezel, czyli innymi stowy na najbardziej lewy lis¢. Wierz-
chotek ten, oznaczmy go v = lewylisc(a), mozemy scharakteryzowaé przez jego
glebokosé w drzewie oraz zbior wierzchotkéw na Sciezce do v do korzenia do kto-
rych prowadza krawedzie niedrzewowe, jako ze operujemy na grafach prostych,
to zbior ten mozemy scharakteryzowaé przez liczbe od 0 do 2¥. Niech para
(c,d) (gdzie 1 < ¢ < k, 0 < d < 2F) bedzie charakteryzacja wezta lewylisc(a)
dla danego a € Ay zawierajacego co najmniej dwa wezly. Przez a/ oznaczmy
strukture, ktora powstaje z a przez usuniecie wezta lewylisc(a) wraz z incy-
dentnymi krawedziami drzewows, i niedrzewowymi. Zauwazmy, ze:

o d € Ay,

e d <a,

e majac dane a’ oraz pare (¢, d) mozemy uzyska¢ a — bierzemy najbardziej
lewy wezel a’ na glebokosci ¢c—1 i doczepiamy mu najbardziej lewego syna,

ktorego podlaczamy krawedziami niedrzewowymi z przodkami z maski
bitowej d.



Skoro nasz ciagu (a;);en jest kontrprzyktadem, to wszystkie elementy a; maja co

najmniej dwa wezty. Niech para (¢;, d;) bedzie charakteryzacja wezta lewylisc(a;).

Jako pare (¢, d') wezmy dowolng charakteryzacje ktora wystepuje nieskoriczenie

wiele razy (z uwagi na skoriczona liczbe mozliwych charakteryzacji takie (¢/,d’)

zawsze istnieje). Niech nq,ne, ... bedzie rosnacym ciagiem indeksow elementow

z kontrzykladu (a;);en dla ktorych lewylisc(a;) ma charakteryzacje (¢, d’).
Rozwazmy ciag:
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Z uwagi na minimalnos¢ naszego kontrprzyktadu (a;);eny powyzszy ciag nie
jest kontrprzykladem. Zauwazmy, zZe jesli bytoby a; < a;, dla 1 <i < j <ny to
(a;)ien nie bylby kontrzykltadem. Analogicznie nie moze by¢ a; < a%j, dla 1<
i < ni < nj, gdyz wtedy mieliby$my a; < a%j < Gp,. Zatem mamy ay, < a;j
dla pewnych 1 < i < j. Jako ze a’nj i a’nj maja ta sama charakteryzacje (¢, d'),
to po dodaniu usunigtego najbardziej lewego liscia bedziemy mieli apn, < an;,
sprzecznoscé, zatem (Ag, <) jest WQO. O

Skoro (Ag, <) jest WQO, to spojne grafy nalezace do Gy z relacja bycia
pografem tez sa WQO, gdyz dla kazdego spojnego grafu G € G mozemy znalezé
drzewo DFS ktore nalezy do A, gdyz glebokosé tego drzewa na pewno nie
bedzie wieksza niz k, a jesli dla dwoch graféow spojnych G, Gy € Gy, ich drzewa
dfs a1, a2 € Ag spelniajg a1 < ag, to G1 jest podgrafem Gs.



