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Zadanie 1. Udowodnij, ze dla kazdej ustalonej liczby naturalnej d > 2 kazdy graf prosty
d-regularny o n wierzchotkach ma bezwzgledna przerwe spektralng nie wigksza niz d —

Yd(2d—1) — O(1/n).

Zadanie 2. Niech G bedzie Klee—grafem. Udowodnij, ze Ag < 100/n. (uwaga — stala
100 nie jest optymalna, ciekawi nas, jaka najlepsza stata zostanie wyciénieta, ale dowolna
nie gorsza niz 100 bedzie zaakceptowana).

Zadanie 3. Niech f : Z% — Z. Niech S C Z% bedzie takim zbiorem, ze graf G' na
zbiorze wierzcholtkéw Z5 z krawedziami postaci (z,xz + s) dla s € S, ma bezwzgledna
przerwe spektralna przynajmniej |S|(1—-\), 1 > A > 0. Rozwazamy nastepujacy algorytm
sprawdzania, czy f jest funkcja liniowa: losujemy wierzcholek x € V(G) is € S, i
sprawdzamy, czy f(z + s) = f(x) + f(s) — jesli tak, to méwimy, ze liniowa, a jesli
nie, to nie. Niech ¢(x) bedzie najliczniejsza (lub dowolna z najliczniejszych w razie
remisu) sposréd wartosci f(x+y) — f(y) poy € V(G) = Zy. Udowodnij, ze istnieje taka
stala 0 = 0(A) > 0, ze jesli nasz algorytm odrzuca funkcje f z prawdopodobienstwem
mniejszym niz J, to zachodzg nastepujace fakty:

o Pyevic)(o(z) = flz+y) — fy)) > 99/100;
e ¢ jest liniowa;

e f rézmi sie od pewnej funkeji afinicznej (tj. liniowa plus stala) na co najwyzej 2"/
100 argumentach.

Uwagi nieistotne dla tresci zadania, ale nieco tlumaczace, po co to jest — po pierwsze,
da sie skonstruowaé taki zbiér S rozmiaru poly(n) jak powyzej efektywnie (tj. w czasie
poly(n)) metodami ekspanderowymi. Po drugie, to, co powyzej daje tzw. test liniowosci
— czyli metode probabilistycznego rozstrzygania, czy funkcja jest liniowa, ktéra myli
sie z duzym prawdopodobienstwem tylko wtedy, gdy f jest bliska funkcji afinicznej (tj.
pokrywa sie z jaka$ funkcja afiniczna na przynajmniej 99% wierzcholkéw). Mogloby sie
wydawadé, ze jest to malo tworcze (bo prymitywny algorytm losujacy po prostu dwa
wierzcholki z catego grafu uzywa tylko dwa razy tyle losowych bitéw, a tez dziala), ale
w szeregu zastosowan okazuje sie, ze taka redukcja losowosci jest istotna.



