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Zad.1 Niech M bedzie macierz sasiedztwa grafu o wektorach wtasnych vy, vs, ..., v, tworzacych
baze ortonormalna, przy czym wv; odpowiada wartoéci wlasnej d. Mamy udowodnié, ze A’ <
d — {/d(2d — 1) — O(1/n), co jest réwnowazne A > {/d(2d — 1) — O(1/n), gdzie A jest modutem
drugiej co do modutu wartosci wlasnej.

Niech ¢ € V(G) bedzie dowolne. Niech p bedzie wektorem w R™ majacym warto$¢ 1 na wsp6l-
rzednych odpowiadajacych sasiadom ¢ i 0 na pozostalych wspéhrzednych. Wéwezas ||p||3 = d.

Niech p ma w bazie wektoréw wlasnych rozkltad: p = (Z, Z, ce, %) + >, av;, co implikuje
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Ipl13 = d; + Y0, a?. Wowezas dp (n, £..., n) + Yo, alv;, gdzie |al] < %|ai|. Zatem
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Zastanéwmy sie, co wiemy o wektorze w = %p. Na pewno wg = 1. Wiemy tez, ze w; > 0 oraz
>, w; = d. Ponadto niezerowe wartosci w; sa nie mniejsze niz d~!. Zatem na mocy nieréwnoéci
Hardy’ego-Littlewood’a-Poly (zwanej tez nieréwnoscia Karamaty) dla funkcji f(z) = 22, ktéra
jest rosnaca i wypuklta na [0, c0) zachodzi:
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Zad. 2 Pokaze, ze istnieje S C V(G), taki, ze n/6 < |S| < n/2 oraz E(S,S) = 3. Woéwczas
A(G) < 2RP(G) < 2 % = 36/n < 100/n.

Wiemy, ze S powstal z K4 poprzez rozbicia wierzcholkéw na tréjkaty. Niech A, B,C, D C V(G)
to zbiory wierzcholkéw, ktére powstaly z 4 wierzchotkéw Ky. Jedli |A|, |B|, |C|,|D] < n/2, to
oczywiscie max(|A|, |B|, |C|, |D|) > n/4, wigc jeden ze zbioréw A, B, C, D spelnia nasze warunki.no
W przeciwnym przypadku jedna z czesci ma rozmiar > n/2.

W dalszej czesci rozwiazania ograniczymy sie tylko do tej czesci. Wierzchotek z ktorego ona
powstala zostal rozbity na tréjkat, ktéry byl, byé¢ moze, dalej rozbijany. Niech X,Y,Z C V(G) to
zbiory wierzchotkéw, ktére powstaly z poszezegdlnych wierzchotkéw tego tréjkata. Jesli maz(|X|, Y], |Z]) >
n/2, to przechodzimy do czedci rozmiaru > n/2 a nastepnie zaczynamy czytaé¢ ten paragraf od
poczatku.

Woéwezas zachodzi | X|,|Y],|Z| < n/2 oraz | X|+|Y|+|Z| > n/2, wiec jeden ze zbioréw X,Y, Z
spelnia nasze warunki.
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Zad. 3 Na algorytm z zadania mozemy patrzeé¢ jak na algorytm, ktory losuje krawedz (a,b) z
ekspandera i sprawdza, czy f(a) + f(b) = f(a +b). Jest to réwnowazne algorytmowi z zadania,
gdyz

f@)+f(s)=flz+s) & f(@)+ flx+s)=[f(s) & f(2) + flz+5) = flz+ (z+5))

Przyjmijmy 6(A) = (1 — X)/401. Zal6ézmy, ze pierwszy podpunkt zadania nie jest prawdziwy,
wiec istnieje a € Z7, takie, ze Py(d(a) = fla+y) + f(y)) < 99.5%. Niech p = Py(é(a) =
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fla+2z) + f(z)) < 99.5%. Zdefiniujmy A = {z € Z§ : ¢(a) = f(a+ z) + f(z)} oraz B = {x €
75 d(a) # fla+x) + f(x)}. Wowezas |A| = p2™ oraz |B| = (1 — p)2™.

Lemat 1.
reEAsr+acA
Dowdd:
¢la) = fla+z)+ flz) & oé(a)=flat+a)+ f(z) (7)
¢la) = fla+ta)+ fz) & ¢la)=fla+(z+a))+flz+a) (8)

Lemat 2. Dla x € A iy € B zachodzi

f@)+ fy) = flz+y) xor f(z+a)+ fly+ )= f((z+a)+ (y+ )

Dowéd
f@)+fy)+flxz+y) # fl@+fy+flzt+y+1 (9)
f@)+fy)+fla+y) #  (fle+a)+é(a)+(fly+a)+¢la)+ flz+y) (10)
f@)+f)+flz+y) # flet+ta)+fly+a)+f(@+a)+(y+a)) (11)
f@)+fly)=flz+y) xor flz+a)+fly+a)=f((z+a)+(y+a)) (12)

Z ostatniego lematu wynika, ze Pycanye(f(z)+f(y) = f(z+y)) = 50%. Zatem nasz algorytm

wylosuje krawedZ z E(A, B) z prawdopodobiefistwem Qfﬁ’g"f‘), wiec odrzuca f z prawdopodobien-
stwem co najmniej
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co daje sprzecznosé¢ z zalozeniem. Zatem punkt pierwszy zadania zachodzi.
W punkcie drugim zadania, chcemy pokazaé, ze ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b). Niech | &P r oznacza,
ze Py yezp (I = 1) > p. Liczymy:

d(atb) %% f((z+a)+b)+f(x) 2% f(z+a)+o(b)+f(x) %% f(z)+d(a)+o(b)+f(x) = d(a)+d(b).

Zatem ¢(a + b) ~97% ¢(a) + ¢(b), wiec oczywiscie ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b), czyli punkt drugi
zadania zachodzi.

Niech X = {z € Z} : f(z) = ¢(x)} oraz Y = {& € Z} : f(x) # ¢(z)}. Ponadto niech
t = |X|/2™ Pokaze, ze min(t,1 —t) < 1%, co implikuje 3. punkt zadania. Zauwazmy, ze dla x € X
iy €Y zachodzi

fla+y) 2% ¢(z) + fy) = fla) + fly) # f(@) + o(y) %7 f(z +y).

Oznacza, to ze dokladnie jedna z speudoréwnoéci (=%9-°%) nie jest spelniona. Zatem liczba nie-

spelnionych pseudoréwnosci wynosi co najmniej |X||Y|. Z drugiej strony wiemy, ze spelnione jest
co najmniej 99.5%-4™ takich pseudoréwnosci, wigc | X||Y] < 0.5%-4", co implikuje ¢(1—¢) < 0.5%.
Jednak max(t,1 —1t) > 1/2, co daje min(t,1 —t) < 1%.



