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1 Zadanie 1

Zauwazmy, ze graf T, jest produktem kartejanskim dwoch cykli C),. Ponadto z
uwagi na fakt iz n jest liczba parzysty graf T,, jest dwudzielny, gdyz mogliby$my
go pokolorowaé tak jak szachownice.

Wiemy ze spojny graf regularny jest dwudzielny wtw. gdy ma ekspansje
wierzchotkowa zero, zatem hY = 0.

Na ¢wiczeniach zostal udowodniony lemat, ktory mowi ze jesli graf jest pro-
duktem kartezjariskim dwoch grafow G i H to wartosci wlasne maja postaé
Ai + pj, gdzie \; to warto$¢ wiasna G a p; to wartos¢ wlasna H. Ponadto na
¢wiczeniach pokazalismy ze wartodci wlasne cyklu C), sa postaci:

2cos(2mi/n),dlai=0,....,n—1

Zatem multizbiér wartosci wlasnych T, sktada sie z n wartosci postaci
4cos(2mi/n) dla i = 0,...,n — 1 oraz n(n — 1)/2 podwojnych wartosci po-
staci 2 cos(2mi/n) + 2cos(2mj/n) dla 0 < i < j < n — 1. Nalezy zauwazy¢ iz
wartosci wlasne grafu T, moga mieé krotnosci wicksze niz dwa, gdyz podane
wyrazenia moga mieé¢ te same wartoéci dla réznych 1, .
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Lemat 1. Ekspansja krawedziowa h® grafu T, wynosi

Wezmy S = {(i,7) : 0 < i < n/2,0 < j < n — 1} oraz oznaczmy S =

V(T) \ S 7 wwagi na parzystosé n mamy || = |S| = % Zawwaimy, 7o
E(S,S) = 2n, zatem hf < n2272 =4

Pokazemy teraz ze dla kazdego zbioru S o mocy |S| < ”72 mamy % > %.

Rozwazmy dowolny taki zbior S. Przez i-ta kolumne (wiersz) grafu 7,, bedziemy
oznaczaé zbior elementow postaci (i, %) (opowiednio (x,4)). Wezmy pod uwage
nastepujace przypadki:

e 7biér S nie zawiera zadnego wiersza ani zadnej kolumny w catosci: Niech
a bedzie liczba réznych wierszy ktorych elementy zawiera zbior S. Analo-
gicznie niech b bedzie liczba kolumn ktorych elementy zawiera zbior S. 7Z
zatozenia mamy a,b < n. Ponadto zalozenie to implikuje ze w kazdym z
a wierszy mamy co najmniej dwie krawedzie poziome nalezace do zbioru
E(S, S) oraz analogicznie w kazdej z b kolumn mamy co najmniej dwie kra-
wedzie pionowe nalezace do E(S, S). Zatem wiemy, ze E(S,S) > 2a + 20b.



Zauwazmy, ze |S| < ab, zatem

E(S,S)>2(a+b)>4\/¢%: 4
S| = ab T ab Vab

S

e 7Zbiér S zawiera co najmniej jeden wiersz w catosdci, ale nie zawiera zadnej
kolumny w calodci: W takim wypadku wiemy, ze w kazdej sposréd n
kolumn do zbioru E(S,S) naleza co najmniej dwie pionowe krawedzie,
zatem E(S,S) > 2n. Z ograniczenia |S| < n?/2 wynika teza.

e 7Zbiér S zawiera co najmniej jedna kolumne w calosci, ale nie zawiera
zadnego wiersza w caloéci: dowod symetryczny do poprzedniego punktu.

e Zbiér S zawiera co najmniej jeden wiersz i co najmniej jedng kolumne
w calosci: Niech a bedzie liczba wierszy ktére zbiér S zawiera w ca-
tosci, natomiast niech b bedzie liczbg kolumn, ktore zbiér S zawiera w
catodci. 7 ograniczenia licznoci zbioru S mamy a,b < 5. Ponadto w
kazdym z n — a wierszy (odpowiednio n — b kolumn) co najmniej dwie
poziome (odpowiednio pionowe) krawedzie naleza do zbioru E(S, S), za-
tem |E(S,S)| > 2(n — a) + 2(n — b) > 2n a z ograniczenia na rozmiar |S|

wynika teza.

2 Zadanie 2

Bedziemy korzystac z charakteryzacji Edmondsa PM P(G). Rozwazmy wektor
x ktérego wszystkie wspotrzedne maja wartosé %. Dla kazdej krawedzi e mamy
Ze > 0 oraz dla kazdego wierzchotka v mamy Zeea(v) e = 1 7z uwagi na regular-
noéé¢ grafu. Chcemy pokazaé trzeci warunek Edmondsa, niech S bedzie dowol-
nym podzbiorem V o nieparzystej mocy. Wystarczy pokazaé, ze |E(S,S)| > d.
Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢ ze |S| < § gdyz w przeciwnym wypadku
podmieniamy S'i S (oba maja nieparzyste rozmiary). Warunek A > 2 implikuje
hY > 1 (nier6wnos¢ z zajec), czyli |E(S,S)| > |S|. Jedli zatem mamy |S| > d
to trzeci warunek Edmondsa zachodzi, zatozmy zatem, ze |S| < d. Zauwazmy,
ze |E(S,S)| = d|S| — 2|E(S, S)|, gdzie przez E(S,S) oznaczamy zbior krawe-
dzi (nieskierowanych) ktorych oba konce sa w zbiorze S. Oczywidcie zachodzi
|E(S,S)| < |S|-(]S| —1)/2 (gdyz graf jest prosty), zatem

|E(S,S)| —d=d(|S]—1) =S| (15| = 1) = (IS| = 1)(d - |S])

Wystarczy zatem pokazaé, ze dla kazdego 1 < = < |S| zachodzi (z—1)(d—=z) > 0.
Funkcja kwadratowa (x — 1)(d — x) ma miejsca zerowe w x = 1 oraz x = d a
pomiedzy przyjmuje wartoéci dodatnie, co koniczy dowdd.

3 Zadanie 3

Na poczatek chcemy pokazac, ze nawet w multigrafie z petlami zachodzi lemat
% < hP(@G). Twierdzenie to bylo pokazywane na zajeciach (potowa Tw. 1.14

z notatek), jednakze tam zaktadalisSmy (niejawnie), ze graf jest prosty. Ten



sam dowdd jest poprawny réwniez przy zalozeniu ze G jest d-regularnym mul-
tigrafem z petlami. Rozwazmy pomocniczy multigraf H ktory powstaje przez
skierowanie grafu G. Kazda krawedz nieskierowana uv dla u # v, w grafie G
zamieniamy na pare krawedzi skierowanych uwv oraz vu. Petle uu w grafie G za-
mieniamy na pojedyncze petle uu w H. Niech S, 8" C V. Niech A reprezentuje
macierz sasiedztwa multigrafu G. Zauwazmy, ze 15 Alg to liczba krawedzi w
grafie H ktore maja swoj poczatek w S’ a koniec w S, co w dowodzie z notatek
jest oznaczane jako F(S,S"). Z uwagi na symetrie konstrukcji multigrafu skie-
rowanego H mamy FE(S,S’) = E(S’,S). Ponadto |E(S,S)| = d|S| — |E(S,9)|,
gdyz w zbiorze S mamy d|S| poczatkéw krawedzi, z czego |E(S,S)| wychodzi
na zewnatrz. Czes¢ rachunkowa dowodu sie nie zmienia, wiec nie bede jej tutaj
przepisywal.

Oznaczmy a = %. Zauwazmy, ze 7 ograniczenia na é mamy 0 < o < %,
czyli % < (1 —a) < 1. Dowod bedzie nie wprost. Zal6zmy, ze da si¢ usunaé
co najwyzej 0|V | krawedzi tak aby wszystkie sktadowe mialy rozmiar mniejszy
niz (1 —«)|V|. Chcemy skonstruowaé zbior S, ktoéry bedzie spetnial |S| > a|V|,
|S| < % oraz w grafie G’ nie bedzie krawedzi pomiedzy S'i S.

Niech X bedzie najwicksza spojna sktadowa w G, wiemy ze | X| < (1—a)|V].
Zatozmy, ze | X| > % W takim wypadku jako zbiér S bierzemy mniejszy ze
zbiorow X, X. Jesli wzieliémy X, to mamy |S| = | X| > |—‘g| > | V. Jesli wzieli-
$my X to z zalozenia | X| < (1—a)|V| mamy |S| = | X| > «|V|. Zalézmy zatem,
ze wszystkie spojne sktadowe w G’ majg rozmiar mniejszy niz %, oznaczmy te
sktadowe jako Xi,..., Xy. Zauwazmy, ze zbiér sktadowych da sie podzieli¢ na
dwie roztaczne czesci, tak zeby suma rozmiaréw sktadowych w kazdej z czedci

; ; Vi 2[V] : - : ) .
nalezata do zbioru (5, =5-). Takiego podziatu mozemy dokona¢ zaczynajac
od podziatu w ktéorym jedna strona jest pusta a druga strona zawiera wszystie
sktadowe i przektadajac sktadowe ze strony drugie]j na pierwszg do momentu w
ktorym rozmiar strony drugiej spadnie ponizej 2‘TV 7 ograniczenia na wielkos¢
sktadowych |X;| < % wynika ograniczenie na sume rozmiaréw sktadowych w
kazdej z czesci. Jako zbidr S bierzemy mniejsza z dwoch utworzonych czesci, co
pozwala nam zapewni¢ wszystie zat6zenia ktoére chcielismy aby zbior S spetnial.

Zatem mamy zbiér S o mocy |S| > ﬁ%)ﬂﬂ, ponadto |S| < 5. Z zajec
wiemy, ze ekspansja krawedziowa h¥(G) > % > #, czyli h®(G) > 0.

Zatem |Eg(S,S)| > AIQG) . A?(%) -|V| = 6|V, co oznacza ze usunieto wiece]
niz 6|V| krawedzi, gdyz w grafie G’ nie ma krawedzi pomiedzy zbiorami S i S,
sprzecznosc.



