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1 Zadanie 1

Zauwa»my, »e graf Tn jest produktem karteja«skim dwóch cykli Cn. Ponadto z

uwagi na fakt i» n jest liczb¡ parzyst¡ graf Tn jest dwudzielny, gdy» mogliby±my

go pokolorowa¢ tak jak szachownic¦.

Wiemy »e spójny graf regularny jest dwudzielny wtw. gdy ma ekspansj¦

wierzchoªkow¡ zero, zatem hV = 0.
Na ¢wiczeniach zostaª udowodniony lemat, który mówi »e je±li graf jest pro-

duktem kartezja«skim dwóch grafów G i H to warto±ci wªasne maj¡ posta¢

λi + µj , gdzie λi to warto±¢ wªasna G a µj to warto±¢ wªasna H. Ponadto na

¢wiczeniach pokazali±my »e warto±ci wªasne cyklu Cn s¡ postaci:

2 cos(2πi/n),dla i = 0, . . . , n− 1

Zatem multizbiór warto±ci wªasnych Tn skªada si¦ z n warto±ci postaci

4 cos(2πi/n) dla i = 0, . . . , n − 1 oraz n(n − 1)/2 podwójnych warto±ci po-

staci 2 cos(2πi/n) + 2 cos(2πj/n) dla 0 ≤ i < j ≤ n − 1. Nale»y zauwa»y¢ i»

warto±ci wªasne grafu Tn mog¡ mie¢ krotno±ci wi¦ksze ni» dwa, gdy» podane

wyra»enia mog¡ mie¢ te same warto±ci dla ró»nych i, j.

Lemat 1. Ekspansja kraw¦dziowa hE grafu Tn wynosi 4
n .

We¹my S = {(i, j) : 0 ≤ i < n/2, 0 ≤ j ≤ n − 1} oraz oznaczmy S̄ =
V (Tn) \ S. Z uwagi na parzysto±¢ n mamy |S| = |S̄| = n2

2 . Zauwa»my, »e

E(S, S̄) = 2n, zatem hE ≤ 2n
n2/2

= 4
n .

Poka»emy teraz »e dla ka»dego zbioru S o mocy |S| ≤ n2

2 mamy |E(S,S̄)|
|S| ≥ 4

n .

Rozwa»my dowolny taki zbiór S. Przez i-t¡ kolumn¦ (wiersz) grafu Tn b¦dziemy

oznacza¢ zbiór elementów postaci (i, ∗) (opowiednio (∗, i)). We¹my pod uwag¦

nast¦puj¡ce przypadki:

• Zbiór S nie zawiera »adnego wiersza ani »adnej kolumny w caªo±ci: Niech

a b¦dzie liczb¡ ró»nych wierszy których elementy zawiera zbiór S. Analo-
gicznie niech b b¦dzie liczb¡ kolumn których elementy zawiera zbiór S. Z
zaªo»enia mamy a, b < n. Ponadto zaªo»enie to implikuje »e w ka»dym z

a wierszy mamy co najmniej dwie kraw¦dzie poziome nale»¡ce do zbioru

E(S, S̄) oraz analogicznie w ka»dej z b kolumn mamy co najmniej dwie kra-

w¦dzie pionowe nale»ace do E(S, S̄). Zatem wiemy, »e E(S, S̄) ≥ 2a+ 2b.
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Zauwa»my, »e |S| ≤ ab, zatem

E(S, S̄)
|S|

≥ 2(a+ b)
ab

≥ 4
√
ab

ab
=

4√
ab
≥ 4
n

• Zbiór S zawiera co najmniej jeden wiersz w caªo±ci, ale nie zawiera »adnej

kolumny w caªo±ci: W takim wypadku wiemy, »e w ka»dej spo±ród n
kolumn do zbioru E(S, S̄) nale»¡ co najmniej dwie pionowe kraw¦dzie,

zatem E(S, S̄) ≥ 2n. Z ograniczenia |S| ≤ n2/2 wynika teza.

• Zbiór S zawiera co najmniej jedn¡ kolumn¦ w caªo±ci, ale nie zawiera

»adnego wiersza w caªo±ci: dowód symetryczny do poprzedniego punktu.

• Zbiór S zawiera co najmniej jeden wiersz i co najmniej jedn¡ kolumn¦

w caªo±ci: Niech a b¦dzie liczb¡ wierszy które zbiór S zawiera w ca-

ªo±ci, natomiast niech b b¦dzie liczb¡ kolumn, które zbiór S zawiera w

caªo±ci. Z ograniczenia liczno±ci zbioru S mamy a, b ≤ n
2 . Ponadto w

ka»dym z n − a wierszy (odpowiednio n − b kolumn) co najmniej dwie

poziome (odpowiednio pionowe) kraw¦dzie nale»¡ do zbioru E(S, S̄), za-
tem |E(S, S̄)| ≥ 2(n− a) + 2(n− b) ≥ 2n a z ograniczenia na rozmiar |S|
wynika teza.

2 Zadanie 2

B¦dziemy korzysta¢ z charakteryzacji Edmondsa PMP (G). Rozwa»my wektor

x którego wszystkie wspóªrz¦dne maj¡ warto±¢ 1
d . Dla ka»dej kraw¦dzi e mamy

xe ≥ 0 oraz dla ka»dego wierzchoªka v mamy
∑

e∈δ(v) xe = 1 z uwagi na regular-

no±¢ grafu. Chcemy pokaza¢ trzeci warunek Edmondsa, niech S b¦dzie dowol-

nym podzbiorem V o nieparzystej mocy. Wystarczy pokaza¢, »e |E(S, S̄)| ≥ d.
Bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢ »e |S| ≤ n

2 gdy» w przeciwnym wypadku

podmieniamy S i S̄ (oba maj¡ nieparzyste rozmiary). Warunek ∆ > 2 implikuje

hE > 1 (nierówno±¢ z zaj¦¢), czyli |E(S, S̄)| ≥ |S|. Je±li zatem mamy |S| ≥ d
to trzeci warunek Edmondsa zachodzi, zaªó»my zatem, »e |S| < d. Zauwa»my,

»e |E(S, S̄)| = d|S| − 2|E(S, S)|, gdzie przez E(S, S) oznaczamy zbiór kraw¦-

dzi (nieskierowanych) których oba ko«ce s¡ w zbiorze S. Oczywi±cie zachodzi

|E(S, S)| ≤ |S| · (|S| − 1)/2 (gdy» graf jest prosty), zatem

|E(S, S̄)| − d ≥ d(|S| − 1)− |S| · (|S| − 1) = (|S| − 1)(d− |S|)

Wystarczy zatem poka»a¢, »e dla ka»dego 1 ≤ x < |S| zachodzi (x−1)(d−x) ≥ 0.
Funkcja kwadratowa (x − 1)(d − x) ma miejsca zerowe w x = 1 oraz x = d a

pomi¦dzy przyjmuje warto±ci dodatnie, co ko«czy dowód.

3 Zadanie 3

Na pocz¡tek chcemy pokaza¢, »e nawet w multigra�e z p¦tlami zachodzi lemat
∆(G)

2 ≤ hE(G). Twierdzenie to byªo pokazywane na zaj¦ciach (poªowa Tw. 1.14

z notatek), jednak»e tam zakªadali±my (niejawnie), »e graf jest prosty. Ten



sam dowód jest poprawny równie» przy zaªo»eniu »e G jest d-regularnym mul-

tigrafem z p¦tlami. Rozwa»my pomocniczy multigraf H który powstaje przez

skierowanie grafu G. Ka»d¡ kraw¦d¹ nieskierowan¡ uv dla u 6= v, w gra�e G
zamieniamy na par¦ kraw¦dzi skierowanych uv oraz vu. P¦tle uu w gra�e G za-

mieniamy na pojedyncze p¦tle uu w H. Niech S, S′ ⊆ V . Niech A reprezentuje

macierz s¡siedztwa multigrafu G. Zauwa»my, »e 1TSA1S′ to liczba kraw¦dzi w

gra�e H które maj¡ swój pocz¡tek w S′ a koniec w S, co w dowodzie z notatek

jest oznaczane jako E(S, S′). Z uwagi na symetri¦ konstrukcji multigrafu skie-

rowanego H mamy E(S, S′) = E(S′, S). Ponadto |E(S, S)| = d|S| − |E(S, S̄)|,
gdy» w zbiorze S mamy d|S| pocz¡tków kraw¦dzi, z czego |E(S, S̄)| wychodzi
na zewn¡trz. Cz¦±¢ rachunkowa dowodu si¦ nie zmienia, wi¦c nie b¦d¦ jej tutaj

przepisywaª.

Oznaczmy α = 2δ
∆′(G) . Zauwa»my, »e z ograniczenia na δ mamy 0 ≤ α < 1

3 ,

czyli 2
3 < (1 − α) ≤ 1. Dowód b¦dzie nie wprost. Zaªó»my, »e da si¦ usun¡¢

co najwy»ej δ|V | kraw¦dzi tak aby wszystkie skªadowe miaªy rozmiar mniejszy

ni» (1−α)|V |. Chcemy skonstruowa¢ zbiór S, który b¦dzie speªniaª |S| > α|V |,
|S| ≤ n

2 oraz w gra�e G′ nie b¦dzie kraw¦dzi pomi¦dzy S i S̄.
NiechX b¦dzie najwi¦ksz¡ spójn¡ skªadow¡ wG′, wiemy »e |X| < (1−α)|V |.

Zaªó»my, »e |X| ≥ |V |
3 . W takim wypadku jako zbiór S bierzemy mniejszy ze

zbiorów X,X̄. Je±li wzi¦li±my X, to mamy |S| = |X| ≥ |V |
3 > α|V |. Je±li wzi¦li-

±my X̄ to z zaªo»enia |X| < (1−α)|V | mamy |S| = |X̄| > α|V |. Zaªó»my zatem,

»e wszystkie spójne skªadowe w G′ maj¡ rozmiar mniejszy ni» |V |
3 , oznaczmy te

skªadowe jako X1, . . . , X`. Zauwa»my, »e zbiór skªadowych da si¦ podzieli¢ na

dwie rozª¡czne cz¦±ci, tak »eby suma rozmiarów skªadowych w ka»dej z cze±ci

nale»aªa do zbioru ( |V |3 ,
2|V |

3 ). Takiego podziaªu mo»emy dokona¢ zaczynaj¡c

od podziaªu w którym jedna strona jest pusta a druga strona zawiera wszystie

skªadowe i przekªadaj¡c skªadowe ze strony drugiej na pierwsz¡ do momentu w

którym rozmiar strony drugiej spadnie poni»ej 2|V |
3 . Z ograniczenia na wielko±¢

skªadowych |Xi| < |V |
3 wynika ograniczenie na sum¦ rozmiarów skªadowych w

ka»dej z cz¦±ci. Jako zbiór S bierzemy mniejsz¡ z dwóch utworzonych cz¦±ci, co

pozwala nam zapewni¢ wszystie zaªó»enia które chcieli±my aby zbiór S speªniaª.

Zatem mamy zbiór S o mocy |S| > 2δ
∆′(G) |V |, ponadto |S| ≤

n
2 . Z zaj¦¢

wiemy, »e ekspansja kraw¦dziowa hE(G) ≥ ∆(G)
2 ≥ ∆′(G)

2 , czyli hE(G) > 0.
Zatem |EG(S, S̄)| > ∆′(G)

2 · 2δ
∆′(G) · |V | = δ|V |, co oznacza »e usuni¦to wi¦cej

ni» δ|V | kraw¦dzi, gdy» w gra�e G′ nie ma kraw¦dzi pomi¦dzy zbiorami S i S̄,
sprzeczno±¢.


