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zadanie 7

Najpierw poka»emy, »e kle graf jest planarny, a nast¦pnie skorzystamy z wyniku pokazanego na wykªadzie. W
gra�e mamy przynajmniej 2n/655978752 je±li G jest planarny (Chudnovsky, Seymour, 2008). To b¦dzie koniec
rozwi¡zania. Poka»emy, »e kle graf jest planarny przez indukcj¦ po ilo±ci kroków budowy.

Klika 4 elementowa jest grafem planarnym.
Zaªó»my, »e dowolny graf, który ma wyprowadzenie w k krokach jest planarny. Poka»emy, »e dowolny kle

graf, który ma wyprowadzenie dªugo±ci k + 1 jest planarny. To we¹my k pierwszych kroków wyprowadzenia,
uzyskujemy kle-graf, a zatem graf planarny. Teraz trzeba wykona¢ krok k + 1. Bierzemy wierzchoªek v , który
ma zosta¢ zmieniony na trójk¡t. Bierzemy odlegªo±¢ d od tego wierzchoªka do najbli»szego punktu nale»¡cego
do obrazu grafu bez v i kraw¦dzi incydentnych z v. Na kraw¦dziach wychodz¡cych z v wstawiamy wierzchoªki
w odlegªo±ci 1/100d od v i ª¡czymy kraw¦dziami. A nast¦pnie usuwamy wierzchoªek v. Nowe kraw¦dzie nie
przecinaj¡ starych bo punkt przeci¦cia le»aª by bli»ej ni» 1/2d od v co jest niemo»liwe. Czyli koniec, uzyskujemy
obraz grafu bez przeci¦¢.

zadanie 8

To dwa rysunki tego samego grafu. B¦dziemy u»ywa¢ obu przy ró»nych argumentach pierwszy to ten po
lewej a drugi ten po prawej.

Graf ten skªada si¦ z dwóch pi¦ciok¡tów, poª¡czonych ze sob¡ kraw¦dziami ze strzaªkami. Poka»emy, »e nie
istnieje pokrycie trzema skojarzeniami. Na pocz¡tek rozwa»my ci¦cie tego grafu przechodz¡ce przez kraw¦dzie
ze strzaªkami. Poniewa» ª¡cz¡ one dwie nieparzyste skªadowe to dowolne doskonaªe skojarzenie w tym gra�e
musi mie¢ w tym przeci¦ciu 1 lub 3 kraw¦dzie. Dokªadniej je±li istniaªoby pokrycie trzema skojarzeniami to
dwa z nich musiaªy by mie¢ w przeci¦ciu jedn¡ kraw¦d¹ a jedno 3 kraw¦dzie. To, we¹my to które ma jedn¡.
Spójrzmy na graf prawy. Na nim wida¢, »e graf ten jest symetryczny i nie ma znaczenia, któr¡ kraw¦d¹ ze

1



strzaªkami wybierzemy. Wybierzmy zetem t¡ oznaczon¡ przerywan¡ lini¡. Na obrazku lewym teraz popatrzmy,
które kraw¦dzie s¡ zdeterminowane przez nasz wybór, kraw¦dzi i tego, »e pi¦ciok¡ty s¡ poª¡czone jedn¡ strzaªk¡.
Otó» w skojarzeniu musz¡ si¦ znale¹¢ kraw¦dzie oznaczone kóªkiem. To zacznijmy budowa¢ drugie skojarzenie
zawieraj¡ce tylko jedn¡ strzaªk¦. Skoro zawiera tylko jedna strzaªk¦ to musi zwiera¢ po dwie kraw¦dzie z górnego
i dolnego pi¦ciok¡ta. Zacznijmy od wyboru kraw¦dzi z górnego. Na pewno w skojarzeniu musi by¢ kraw¦d¹ z
rombem i jedna z kraw¦dzi bez oznacze« rozpatrzymy dwa przypadki.

• Romb i na lewo od przerywanej strzaªki. Ten zestaw wymusza strzaªk¦ z trójk¡tem, ale ona wymusza
wzi¦cie jednej z kraw¦dzi z kóªkiem, z dolnego pi¦ciok¡ta.

• Romb i na prawo od przerywanej strzaªki. Analogicznie. (Z braku pomysªu na oznaczenia nie zaznaczam
ju» tej strzaªki)

Czyli nie da si¦ stworzy¢ zestawu 3 skojarze« pokrywaj¡cych graf.

zadanie 9

Lemat 0.1. Niech G(V,W,E) b¦dzie grafem dwudzielnym, w którym istnieje doskonaªe skojarzenie. Wtedy

istnieje wierzchoªek v ∈ V taki, »e ka»da kraw¦d¹ incydentna z v nale»y do jakiego± skojarzenia.

Dowód. Zaªó»my przeciwnie, »e dla ka»dego wierzchoªka ∈ V istnieje kraw¦d¹, która nie nale»y do
»adnego skojarzenia. To we¹my po jednej takiej kraw¦dzi dla ka»dego wierzchoªka. We¹my te» kraw¦dzie, które
nale»¡ do jakiego± skojarzenia i spójrzmy na graf powstaªy z tych kraw¦dzi. Chcemy pokaza¢, »e w gra�e tym
istnieje cykl, naprzemienny zªo»ony z kraw¦dzi z skojarzenia i kraw¦dzi spoza skojarzenia. Ka»dy wierzchoªek
z v ma stopie« 2. To zacznijmy budowa¢ ±cie»k¦. Zaczynamy od wierzchoªka z W i stosujemy nast¦puj¡c¡
reguª¦ z wierzchoªków z W do wierzchoªków w V idziemy po skojarzeniu a w drug¡ stron¦ po kraw¦dziach
z poza skojarzenia. �cie»k¦ ko«czymy budowa¢ je±li dojdziemy do wierzchoªka w którym ju» byli±my lub do
wierzchoªka z którego nie ma wyj±cia. Poka»emy »e druga opcja jest niemo»liwa. �cie»ka nie mo»e si¦ sko«czy¢
w wierzchoªku z V bo stopie« ka»dego jest 2. �cie»eczka nie mo»e si¦ sko«czy¢ w wierzchoªku z W, takim »e nie
ma z niego wyj±cia, bo z ka»dego mo»emy wyj±¢ po kraw¦dzi ze skojarzenia.

Czyli poniewa» sko«czyli±my w jakim± wierzchoªku, który nale»y ju» do ±cie»ki, to obcinaj¡c pocz¡tek
±cie»ki mamy cykl naprzemienny. Teraz mo»emy podmieni¢ kraw¦dzie z cyklu w skojarzeniu kraw¦dziami z
cyklu, które do skojarzenia nie nale»¡. Skonstruowali±my skojarzenie zawieraj¡ce kraw¦dzie, które miaªy nie
nale»e¢ do »adnego skojarzenia, czyli sprzeczno±¢.
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Je±li k = 1 to teza oczywi±cie zachodzi.
No to teraz bierzemy wierzchoªek o którym mowa w lemacie na k sposobów wybieramy sobie kraw¦d¹

nale»¡c¡ do skojarzenia i patrzymy na pozostaªy graf. Nale»y zauwa»y¢ dwie rzeczy

• Istnieje w nim doskonaªe skojarzenie.

• Stopie« wierzchoªków w V jest wi¦kszy równy k − 1.

Czyli graf po wyj¦ciu kraw¦dzi speªnia zaªo»enia zadania dla k− 1, czyli korzystamy z indukcji. Ilo±¢ skojarze«
�nalnie równa si¦ k ∗ (k − 1)!.
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