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zadanie 7

Najpierw pokazemy, ze kle graf jest planarny, a nastepnie skorzystamy z wyniku pokazanego na wyktadzie. W
grafie mamy przynajmniej 27/6%5978752 jegli G jest planarny (Chudnovsky, Seymour, 2008). To bedzie koniec
rozwigzania. Pokazemy, ze kle graf jest planarny przez indukcje po ilosci krokéw budowy.

Klika 4 elementowa jest grafem planarnym.

Zatézmy, ze dowolny graf, ktéry ma wyprowadzenie w k krokach jest planarny. Pokazemy, ze dowolny kle
graf, ktory ma wyprowadzenie dtugosci k£ 4 1 jest planarny. To wezmy k pierwszych krokéw wyprowadzenia,
uzyskujemy kle-graf, a zatem graf planarny. Teraz trzeba wykona¢ krok k + 1. Bierzemy wierzchotlek v , ktory
ma zosta¢ zmieniony na trojkat. Bierzemy odleglo$¢ d od tego wierzchotka do najblizszego punktu nalezacego
do obrazu grafu bez v i krawedzi incydentnych z v. Na krawedziach wychodzacych z v wstawiamy wierzchotki
w odleglosci 1/100d od v i taczymy krawedziami. A nastepnie usuwamy wierzcholek v. Nowe krawedzie nie
przecinaja starych bo punkt przeciecia lezal by blizej niz 1/2d od v co jest niemozliwe. Czyli koniec, uzyskujemy
obraz grafu bez przeciec.

zadanie 8

To dwa rysunki tego samego grafu. Bedziemy uzywa¢ obu przy réznych argumentach pierwszy to ten po
lewej a drugi ten po prawe;j.

Graf ten sklada sie z dwoch pieciokatow, polaczonych ze sobg krawedziami ze strzatkami. Pokazemy, ze nie
istnieje pokrycie trzema skojarzeniami. Na poczatek rozwazmy ciecie tego grafu przechodzace przez krawedzie
ze strzatkami. Poniewaz laczg one dwie nieparzyste sktadowe to dowolne doskonate skojarzenie w tym grafie
musi mie¢ w tym przecieciu 1 lub 3 krawedzie. Dokladniej jesli istnialoby pokrycie trzema skojarzeniami to
dwa z nich musialy by mie¢ w przecieciu jedng krawedz a jedno 3 krawedzie. To, wezmy to ktére ma jedna.
Spojrzmy na graf prawy. Na nim widaé, ze graf ten jest symetryczny i nie ma znaczenia, ktora krawedz ze



strzatkami wybierzemy. Wybierzmy zetem ta oznaczong przerywana liniag. Na obrazku lewym teraz popatrzmy,
ktore krawedzie sa zdeterminowane przez nasz wyboér, krawedzi i tego, ze pieciokaty sa polaczone jedna strzatka.
Otoéz w skojarzeniu musza sie znalezé krawedzie oznaczone kotkiem. To zacznijmy budowaé drugie skojarzenie
zawierajace tylko jedna strzalke. Skoro zawiera tylko jedna strzalke to musi zwiera¢ po dwie krawedzie z goérnego
i dolnego pieciokata. Zacznijmy od wyboru krawedzi z gérnego. Na pewno w skojarzeniu musi by¢ krawedz z
rombem i jedna z krawedzi bez oznaczen rozpatrzymy dwa przypadki.

e Romb i na lewo od przerywanej strzalki. Ten zestaw wymusza strzalke z tréjkatem, ale ona wymusza
wziecie jednej z krawedzi z koétkiem, z dolnego pieciokata.

e Romb i na prawo od przerywanej strzatki. Analogicznie. (Z braku pomystu na oznaczenia nie zaznaczam
juz tej strzatki)

Czyli nie da sie stworzy¢ zestawu 3 skojarzen pokrywajacych graf.

zadanie 9

Lemat 0.1. Niech G(V,W, E) bedzie grafem dwudzielnym, w ktérym istnieje doskonate skojarzenie. Wtedy
1stnieje wierzchotek v € V taki, zZe kazda krawed? incydentna z v nalezy do jakiegos skojarzenia.

Dowdéd. Zatézmy przeciwnie, ze dla kazdego wierzchotka € V istnieje krawedz, ktéra nie nalezy do
zadnego skojarzenia. To wezmy po jednej takiej krawedzi dla kazdego wierzchotka. Wezmy tez krawedzie, ktore
naleza do jakiego§ skojarzenia i spojrzmy na graf powstaly z tych krawedzi. Chcemy pokazaé, 7ze w grafie tym
istnieje cykl, naprzemienny zlozony z krawedzi z skojarzenia i krawedzi spoza skojarzenia. Kazdy wierzcholek
z v ma stopien 2. To zacznijmy budowaé §éciezke. Zaczynamy od wierzchotka z W i stosujemy nastepujaca
regule z wierzchotkow z W do wierzchotkéw w V idziemy po skojarzeniu a w druga strone po krawedziach
z poza skojarzenia. Sciezke konczymy budowaé jesli dojdziemy do wierzchotka w ktérym juz bylismy lub do
wierzcholka z ktorego nie ma wyjscia. Pokazemy ze druga opcja jest niemozliwa. Sciezka nie moze sie skoriczyé
w wierzchotku z V bo stopien kazdego jest 2. Sciezeczka nie moze sie skonczy¢ w wierzchotku z W, takim ze nie
ma z niego wyjscia, bo z kazdego mozemy wyj$¢ po krawedzi ze skojarzenia.

Czyli poniewaz skonczyliSmy w jakim§ wierzchotku, ktory nalezy juz do $ciezki, to obcinajac poczatek
Sciezki mamy cykl naprzemienny. Teraz mozemy podmienié¢ krawedzie z cyklu w skojarzeniu krawedziami z
cyklu, ktore do skojarzenia nie nalezy. Skonstruowalismy skojarzenie zawierajace krawedzie, ktore mialty nie
naleze¢ do zadnego skojarzenia, czyli sprzeczno$c.

O

Jesli k =1 to teza oczywiscie zachodzi.
No to teraz bierzemy wierzcholek o ktérym mowa w lemacie na k sposobéw wybieramy sobie krawedz
nalezaca do skojarzenia i patrzymy na pozostaly graf. Nalezy zauwazy¢ dwie rzeczy

e Istnieje w nim doskonale skojarzenie.
e Stopien wierzchotkéow w V' jest wiekszy rowny k — 1.

Czyli graf po wyjeciu krawedzi spelnia zalozenia zadania dla k — 1, czyli korzystamy z indukcji. Ilosé¢ skojarzen
finalnie réwna sie k x (k — 1)!.



