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Zadanie 1.

Wystarczy pokaza¢, »e je±li Ja± wypeªniª poprawnie k wierszy, to mo»e zawsze
dopisa¢ jeden wiersz zªo»ony z liczb od 1 do n, tak by nadal w ka»dym wierszu
i ka»dej kolumnie ka»da liczba wyst¦powaªa co najwy»ej jednokrotnie.

Zbudujmy graf dwudzielny. Wierzchoªki po lewej stronie oznaczaj¡ ko-
lumny macierzy, za± te po prawej � liczby od 1 do n. Kraw¦dzie od wierz-
choªka odpowiadaj¡cego kolumnie prowadz¡ do liczb, które w tej kolumnie
jeszcze nie wyst¡piªy. Stopie« ka»dego wierzchoªka po lewej stronie to oczy-
wi±cie n− k. Podobnie, stopie« ka»dego wierzchoªka po prawej to n− k, bo
ka»da liczba wyst¡piªa wcze±niej w dokªadnie k kolumnach. Zatem, analo-
gicznie do wielu zada« z ¢wicze«, istnieje doskonaªe skojarzenie i przypisuje
ono ka»dej kolumnie liczb¦, któr¡ nale»y do niej wpisa¢. W ten sposób w
nowym wierszu ka»dej liczby od 1 do n u»yjemy jednokrotnie i nadal nie
b¦dzie powtórze« w ramach ka»dej z kolumn.

Zadanie 2.

Poka»¦ najpierw, »e |A|+ |M | ≤ |V (G)|. W tym celu stworz¦ pewne pokrycie
kraw¦dziowe A′ rozmiaru |V (G)| − |M |.

A′ powstaje przez doªo»enie do M po jednej kraw¦dzi incydentnej do ka»-
dego wierzchoªka, który nie jest skojarzony w M . W ten sposób doªo»ymy do-
kªadnie |V (G)|−2|M | kraw¦dzi, bo ka»da kraw¦d¹ b¦dzie ª¡czy¢ wierzchoªek
nieskojarzony ze skojarzonym (gdyby ª¡czyªa dwa nieskojarzone, zaprzeczy-
ªoby to maksymalno±ci M), zatem |A′| = |V (G)| − |M |. Ka»dy wierzchoªek
zostanie pokryty, bo w gra�e nie ma wierzchoªków izolowanych.

Aby pokaza¢ przeciwn¡ nierówno±¢, zauwa»my, »e w A nie ma cyklu.
Gdyby byªo inaczej, z tego cyklu mo»na by bez przeszkód usun¡¢ jedn¡
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kraw¦d¹, co zaprzeczyªoby minimalno±ci A. Zatem A tworzy las rozpinaj¡cy.
Je±li |A| = |V (G)| − k, to A skªada si¦ z k spójnych skªadowych. Mo»emy
stworzy¢ skojarzenie M ′ rozmiaru k bior¡c z ka»dej spójnej skªadowej po
jednej kraw¦dzi. St¡d |M | ≥ |M ′| = k = |V (G)| − |A|, czyli |A| + |M | ≥
|V (G)|.

Zadanie 3.

Dokonajmy rozkªadu Gallai-Edmondsa grafu G. Dalej korzystam z ozna-
cze« z wykªadu (poza k, które wyst¦puje w tre±ci zadania). Wiemy, »e D
jest niepuste, bo w przeciwnym razie graf posiadaªby doskonaªe skojarzenie.
Cz¦±¢ A jest równie» niepusta. Puste A oznaczaªoby, »e i C jest puste (graf

jest spójny), zatem istniaªoby skojarzenie mocy V (G)−1
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wbrew zaªo»eniu o
rozmiarach maksymalnego skojarzenia.

Liczba skªadowych D (ozn. t) jest wi¦ksza ni» |A|, gdy» dodatni de�cyt
grafu równy jest t−|A|. Moc A to co najmniej k, gdy», z k-spójno±ci wiemy,
»e usuni¦cie k − 1 wierzchoªków z A nie odª¡cza od siebie skªadowych D.
Wynika st¡d, »e istnieje skojarzenie mocy k, bo mo»emy znale¹¢ skojarzenie
w gra�e dwudzielnym, w którym ª¡czymy wierzchoªki A ze skªadowymi D.
Trzecia cz¦±¢ twierdzenia Gallai-Edmondsa oraz twierdzenie Halla gwaran-
tuj¡ istnieje skojarzenia mocy |A| ≥ k.

Pokrycie wierzchoªkowe G mo»na stworzy¢ bior¡c wszystkie z maksymal-
nego skojarzenia M ko«ce skojarzonych kraw¦dzi, oprócz tych wierzchoªków
z D, które s¡ skojarzone z wierzchoªkami z A. Takie pokrycie b¦dzie miaªo
rozmiar 2|M | − |A| ≤ 2|M | − k. Oczywi±cie istnienie pewnego pokrycia
wierzchoªkowego gwarantuje istnienie wi¦kszych pokry¢.

Przy takiej konstrukcji, w cz¦±ciach A i C do pokrycia wybierzemy wszyst-
kie wierzchoªki, wi¦c kraw¦dzie w ramach tych zbiorów b¦d¡ pokryte, podob-
nie jak kraw¦dzie z A do D. W ka»dej skªadowej D wybierzemy wszystkie
wierzchoªki poza jednym, zatem kraw¦dzie wewn¡trz ka»dej skªadowej rów-
nie» b¦d¡ pokryte.
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