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Zadanie 1.

Wystarczy pokazaé, ze jesli Jas wypelnit poprawnie k wierszy, to moze zawsze
dopisac¢ jeden wiersz ztozony z liczb od 1 do n, tak by nadal w kazdym wierszu
i kazdej kolumnie kazda liczba wystepowata co najwyzej jednokrotnie.

Zbudujmy graf dwudzielny. Wierzchotki po lewej stronie oznaczaja ko-
lumny macierzy, zas te po prawej — liczby od 1 do n. Krawedzie od wierz-
chotka odpowiadajacego kolumnie prowadza do liczb, ktére w tej kolumnie
jeszcze nie wystapity. Stopien kazdego wierzchotka po lewej stronie to oczy-
wiscie n — k. Podobnie, stopien kazdego wierzchotka po prawej to n — k, bo
kazda liczba wystapita wezesniej w doktadnie k& kolumnach. Zatem, analo-
gicznie do wielu zadan z ¢wiczen, istnieje doskonalte skojarzenie i przypisuje
ono kazdej kolumnie liczbe, ktora nalezy do niej wpisa¢. W ten sposéb w
nowym wierszu kazdej liczby od 1 do n uzyjemy jednokrotnie i nadal nie
bedzie powtorzenn w ramach kazdej z kolumn.

Zadanie 2.

Pokaze najpierw, ze |A|+|M| < |V(G)|. W tym celu stworze pewne pokrycie
krawedziowe A’ rozmiaru |V (G)| — |M].

A’ powstaje przez doltozenie do M po jednej krawedzi incydentnej do kaz-
dego wierzchotka, ktory nie jest skojarzony w M. W ten sposéb dotozymy do-
ktadnie |V (G)| —2|M| krawedzi, bo kazda krawedz bedzie taczy¢ wierzcholek
nieskojarzony ze skojarzonym (gdyby taczyla dwa nieskojarzone, zaprzeczy-
toby to maksymalnosci M), zatem |A’| = |V(G)| — |M|. Kazdy wierzchotek
zostanie pokryty, bo w grafie nie ma wierzchotkow izolowanych.

Aby pokazaé przeciwng nierownos$é, zauwazmy, ze w A nie ma cyklu.
Gdyby byto inaczej, z tego cyklu mozna by bez przeszkdéd usunagé jedng
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krawedz, co zaprzeczytoby minimalnosci A. Zatem A tworzy las rozpinajacy.
Jesli |A| = |V(G)| — k, to A sklada si¢ z k spojnych skltadowych. Mozemy
stworzy¢ skojarzenie M’ rozmiaru k biorgc z kazdej spojnej skladowej po
jednej krawedzi. Stad |[M| > |M'| = k = |[V(G)| — |A|, czyli |A| + | M| >
V(G-

Zadanie 3.

Dokonajmy rozkladu Gallai-Edmondsa grafu . Dalej korzystam z ozna-
czen z wykladu (poza k, ktore wystepuje w tresci zadania). Wiemy, ze D
jest niepuste, bo w przeciwnym razie graf posiadatby doskonate skojarzenie.
Czes¢ A jest rowniez niepusta. Puste A oznaczaloby, ze i C jest puste (graf
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jest spojny), zatem istnialoby skojarzenie mocy
rozmiarach maksymalnego skojarzenia.

Liczba sktadowych D (ozn. t) jest wieksza niz |A|, gdyz dodatni deficyt
grafu rowny jest t — |A|. Moc A to co najmniej k, gdyz, z k-spojnosci wiemy,
ze usuniecie k — 1 wierzcholtkéw z A nie odlacza od siebie skladowych D.
Wynika stad, ze istnieje skojarzenie mocy k, bo mozemy znalez¢ skojarzenie
w grafie dwudzielnym, w ktorym taczymy wierzchotki A ze sktadowymi D.
Trzecia czesé twierdzenia Gallai-Edmondsa oraz twierdzenie Halla gwaran-
tuja istnieje skojarzenia mocy |A| > k.

Pokrycie wierzchotkowe G mozna stworzy¢ biorac wszystkie z maksymal-
nego skojarzenia M korice skojarzonych krawedzi, oprocz tych wierzchotkow
z D, ktore sg skojarzone z wierzchotkami z A. Takie pokrycie bedzie mialto
rozmiar 2|M| — |A| < 2|M| — k. Oczywiscie istnienie pewnego pokrycia
wierzchotkowego gwarantuje istnienie wickszych pokry¢.

Przy takiej konstrukeji, w czesciach A i C' do pokrycia wybierzemy wszyst-
kie wierzcholki, wiec krawedzie w ramach tych zbiorow bedg pokryte, podob-
nie jak krawedzie z A do D. W kazdej sktadowej D wybierzemy wszystkie
wierzchotki poza jednym, zatem krawedzie wewnatrz kazdej sktadowej row-
niez beda pokryte.



