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Zad. 1 Nie. Kontrprzyktadem jest cykl o 100 wierzchotkach. Jest on oczywiscie dwuspdjny a po
usunieciu dowolnego wierzchotka pozostaje $ciezka o 99 wierzchotkach, ktéra dwuspdjna juz nie
jest.

Zad. 2 Dowdd przez indukcje po |V].
Baza: Graf pusty pokrywamy zeroma podgrafami.
Krok: Zalézmy, ze teza zachodzi dla wszystkich graféw zawierajacych mniej niz |V| wierzchotkéw.
Niech F(G) oznacza rozmiar najwickszego zbioru niezaleznego w grafie G. Niech aq, as, as, ..., as
bedzie najdtuzsza éciezka prosta w grafie G. Jesli s = 1, to G sklada sie tylko z wierzchotkow
izolowanych i teza zachodzi w sposéb trywialny. W dalszej czedci zakladam, ze s > 1. Niech k
najwieksza liczba z przedzialu {1,2,...,s} taka, ze a; i ai sa polaczone. Niech C' oznacza cykl
ay,as,...,a; (jesli k = 2, to jest to Ky). Wéwezas wszyscy sasiedzi a; leza na C (bo Sciezka
byta najdluzsza i k bylo maksymalne). Zatem kazdy zbiér niezalezny nalezacy do V' — C mozna
powiekszy¢ o a1, co implikuje F(G[V — C]) < F(G) — 1.

Zatem F(G[V — C]) mozemy pokryé¢ przy pomocy F(G) — 1 odpowiednich podgraféw. Dola-
czajac do tego pokrycia C otrzymujemy szukane pokrycie dla grafu G.

Zad. 3 Dowdd przez indukcje po k.

Baza: z tw. Mengera wiemy, ze dowolne dwa wierzchotki tacza dwie roztaczne wierzchotkowo
Sciezki. Po polaczeniu tworza one zadany cykl.

Krok k — (k+ 1): Zalézmy, ze G = (V, E) jest grafem nie spelniajacym tezy dla pewnego
A C V mocy k + 1. Wybieramy dowolne v € A. Z zalozenia indukcyjnego wiemy, ze istnieje
cykl ¢1,¢9,... zawierajacy A — {v}. Ponadto wiemy, ze V;¢; # v (bo wéwczas bylaby spelniona
teza). Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze ¢; € A. Niech f(c;) oznacza najwieksze j takie, ze
j <iAcj € A Ponadto przyjmijmy, ze f(1) = 0.

Z tw. Mengera wiemy, ze istnieje k+1 roztacznych wierzchotkowo Sciezek z v do ¢; . Zdefiniujemy
teraz funkcje p ze zbioru tych k + 1 Sciezek w {0} U {i : ¢; € A}. Rozpatrzmy S bedaca dowolna z
tych $ciezek. Niech ¢, bedzie pierwszym wierzcholkiem na tej $ciezce nalezacym do naszego cyklu
od strony v. Wéwczas przyjmijmy, ze p(S) = f(cz).

Lemat 1. S # S Ap(S) =p(S') = p(S)=p(S")=0

Zalézmy, ze istnieja dwie Sciezki S 1 S’ takie, ze f(S) = f(S’) # 0. Niech ¢, i ¢, beda
pierwszymi wierzchotkami z naszego cyklu od strony v w tych $ciezkach. Rozpatrywane $ciezki
byly rozlaczne wierzchotkowo, wiec & # x’. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze z < z’. Wiemy, ze
Vecica ¢ € A. Wowezas cykl

’
cstvws Cyt — Cyrg] = Cq/q2 — ...

jest prosty i zawiera cale A, czyli sprzecznosc.

Lemat 2. [p~1(0)] > 2

Mamy k + 1 Sciezek i przeciwdziedzina p ma moc k + 1, wiec z zasady szufladkowej Dirichleta
istnieje taka Sciezka S, ze p(S) = 0. Z powodu analogicznego jak w lemacie nie istnieje wowczas
Sciezka S, taka, ze p(S) = 1. Zatem z zasady szufladkowej Dirichleta przeciwdziedzina zera musi
byé¢ po najmniej dwuelementowa.

Niech E i E’ beda dwoma $ciezkami z p~1(0). Obie te $ciezki jak i nasz cykl sa rozlaczne
wierzchotkowo nie liczac ¢; i v.

Niech m bedzie minimalng liczba taka, ze m > 1 Ac¢,, € A. Analogicznie dowodzimy, ze istnieje
F bedaca $ciezka taczaca v i ¢, ktora jest roztaczna wierzchotkowo z cyklem nie liczac c,,.

Gdyby F bylo roztaczne z E i E’ (nie liczac v), to cykl

c1 wvachHcm+1—>cm+2—>...

bylby prosty i przechodzit przez cate A. Zatem F przecina si¢ z FE lub E’.
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Niech w bedzie pierwszym od strony c,, wierzchotkiem na F nalezacym do E lub E’. Dla
ustalenia uwagi przyjmijmy, ze w nalezy do E’. Wéwczas cykl

’
Cle’UWE wacchm_i_chm_Fg...

jest prosty i zawiera cale A.
Zatem poczatkowe zalozenie bylo falszywe i taki graf nie istnieje.



