Wybrane zagadnienia teorii graféw — ¢wiczenia 1

zadania luzne

Zadanie 1. Pokaz, ze graf jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy gdy nie zawiera cyklu
nieparzystej dlugosci.

Zadanie 2. Czy prawdziwe jest zdanie: graf jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy gdy nie
zawiera cyklu indukowanego o nieparzystej dlugosci?

Zadanie 3. Graf G jest spdjny.
e Pokaz, ze z G mozna usunaé wierzchotek tak, by G pozostal spdjny.

e Zalozmy, ze graf G nie posiada ,wisienki”, czyli dwdch wierzchotkéw o stopniu 1
i o wspdlnym sasiedzie. Pokaz, ze z G mozna usunaé¢ dwa sasiadujace wierzchotki,
by pozostal spéjny.

e Pokaz, ze jesli G nie jest klikg ani cyklem, to mozna z niego usuna¢ dwa niesasia-
dujace wierzchotki tak, by pozostal spdjny.

Zadanie 4. Pokaz, ze kazdy graf zawiera cykl lub zawiera $ciezke o koncach w lisciach,
lub sktada sie z samych wierzchotkéw izolowanych.

Zadanie 5. Czy w kazdym grafie spéjnym istnieje marszruta, ktéra odwiedza kazda
krawedz doktadnie dwa razy?

Zadanie 6. Pokaz, ze jedli w drzewie nie ma wierzchotkdéw stopnia 2, to jest wiecej lisci
niz wierzchotkéw wewnetrznych.

Zadanie 7. Niech mindeg(G) bedzie minimalnym stopniem wierzchotka w G. Zal6zmy,
ze mindeg(G) > 2. Pokaz, ze w G istnieje cykl dlugosci co najmniej mindeg(G) + 1.

Zadanie 8. Niech G bedzie grafem spéjnym i niech mindeg(G) bedzie najmniejszym
stopniem wierzchotka w G. Pokaz, ze jesli mindeg(G) < |G|/2, to w G istnieje Sciezka
dtugosci 2mindeg(G).

Zadanie 9. Spéjny graf G ma minimalny stopieni mindeg(G) i érednice d. Ile moze naj-
mniej mie¢ wierzchotkdéw?

Zadanie 10. Spéjny graf G ma maksymalny stopien maxdeg(G) i $rednice d. Ile moze
najwiecej mie¢ wierzchotkéw?

Zadanie 11. Pokaz, ze automorfizm drzewa ma jaki$ wierzchotek lub jakas krawedz jako
punkt staly (krawedZ moze byé w druga strone).

Zadanie 12. Graf jest k—spojny, jesli usuwajac dowolne (k — 1) wierzchotkéw, graf po-
zostaje wciaz spojny. Czy istnieje funkcja f taka, ze jedli graf G ma minimalny stopien
wierzchotka co najmniej f(k), to jest k—spdjny?



Zadanie 13. Czy dla kazdego k € Z istnieje d(k) takie, ze jesli graf G ma $redni stopien
wierzchotka przynajmniej d(k), to w G mozna znalezé podgraf dwudzielny o minimalnym
stopniu przynajmniej k7

Zadanie 14. Pokaz, ze w grafie k—spdjnym o co najmniej 2k wierzchotkach istnieje cykl
dtugosci co najmniej 2k.

Zadanie 15. W grafie G $redni stopien wierzcholka wynosi avgdeg(G) > 4k. Pokaz,
ze G istnieje podgraf H, ktéry jest (k + 1)-spéjny i ma $redni stopien wierzchotka
avgdeg(H) > avgdeg(G) — 2k.

Zadanie 16. Pokaz, ze k-regularny graf dwudzielny spdjny jest dwuspdjny.
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skojarzenia, czes¢ 1

Zadanie 17. Udowodnij twierdzenie Halla przy pomocy wzoru Tutte—Berge.

Zadanie 18. Udowodnij, ze jak warunek Halla zachodzi ze stala n € N, tj. w grafie
dwudzielnym G = (V, W, E) dla kazdego A C V zachodzi |[Ng(A)| > n - |A], to da sie
zrobi¢ bigamie: kazdemu v € V' przyporzadkowaé n ,zon” w W.

Analogicznie — udowodnij, ze jak warunek Halla zachodzi ze stala 1/n, to da sie
zrobié skojarzenie, ktére kojarzy 1/n wierzchotkéw z V.

Zadanie 19 (Crown Decomposition). Pokaz, ze jesli w grafie G bez wierzcholkéw izolo-
wanych istnieje pokrycie wierzchotkowe rozmiaru |V (G)|/(k + 1), to w grafie G istnieje
korona o stopniu ekspansji k, tj.: istnieje podzial V(G) na zbiory C, H i R takie, ze:

e nie ma krawedzi miedzy C'i R,

kazdemu wierzchotkowi v € H mozna przyporzadkowaé k prywatnych sasiadow
z C,

C jest zbiorem niezaleznym,
o H #0).

Zadanie 20. Podaj przykltad grafu spdjnego, dowolnie duzego, ze warunek Tutte nie
zachodzi tylko dla zbioru pustego.

Zadanie 21. Graf nazwiemy krytycznym, jesli po usunieciu dowolnego wierzchotka ma on
doskonale skojarzenie. W grafie spéjnym G kazda dwuspdjna sktadowa jest trojkatem,
a zaden wierzchotek nie ma stopnia wickszego niz 4. Pokaz, ze G jest krytyczny.

Zadanie 22. Pokaz, ze nie ma graféw krytycznych dwudzielnych.

Zadanie 23. Pokaz, ze jeSli graf jest krytyczny wtedy i tylko wtedy gdy ma nieparzyécie
wiele wierzchotkéw i warunek Tutte nie zachodzi tylko dla zbioru pustego.

Zadanie 24. W spojnym grafie G dla kazdej pary wierzchotkdéw u i v istnieje automorfizm
7 taki, ze w(u) = v (tj. grupa automorfizméw G jest tranzytywna). Pokaz, ze G jest
krytyczny lub ma doskonale skojarzenie.

Zadanie 25. Niech M bedzie macierza n X n, gdzie kazdy wiersz i kazda kolumna sumuje
sie do jedynki. Udowodnij, ze M jest kombinacja wypuklag macierzy permutacji.

Zadanie 26. Udowodnij, ze rodzina podzbioréw zbioru n—elementowego da si¢ ustawié¢ w
([n%]) roztacznych taficuchéw.



Zadanie 27. Kraj o powierzchnii n zostal podzielony na n wojewdédztw o powierzchni 1
kazde. Dodatkowo, dowddcy wojskowi w tym kraju podzielili kraj na n rejonéw strate-
gicznych o powierzchnii 1 kazdy. Pokaz, ze w kraju mozna zbudowaé¢ n lotnisk tak, by
kazde wojewddztwo i kazdy rejon miat lotnisko.

Zadanie 28. nk pracownikéw wydziatu jest podzielonych na n komitetéw po k oséb i na
n kot naukowych po k oséb kazde. Wykaz, ze da si¢ wystaé¢ delegacje n oséb tak, by
kazdy komitet i kazde kolo naukowe bylo reprezentowane.

Zadanie 29. Magik i jego pomocnik robia sztuczke. Z talii 52 kart widz losuje pie¢, po
czym daje je pomocnikowi. Pomocnik wybiera jedna karte i daje ja magikowi. Nastepnie
wybiera kolejng z pozostatych czterech i daje ja magikowi. Powtarza te czynno$é jeszcze
dwa razy, az zostanie z jedng karta. W tym momencie magik zgaduje, jaka karta pozostata
pomocnikowi. Pokaz, ze te sztuczke mozna zrobi¢ bez uzycia magii.

Zadanie 30. Pokaz, ze krawedzie grafu dwudzielnego G mozna pokolorowaé na maxdeg(G)
koloréw tak, by krawedzie jednego koloru tworzyly skojarzenie.

Zadanie 31. Pokaz, ze twierdzenie Halla nie zachodzi dla graféw dwudzielnych o przeli-
czalnej liczbie wierzchotkéw.

Zadanie 32. Graf nazwiemy kubicznym jesli kazdy wierzchotek ma stopienn doktadnie
trzy.

e Pokaz korzystajac z twierdzenia Tutte, ze w grafach kubicznych bez mostéw istnieje
doskonate skojarzenie.

e Pokaz korzystajac z charakteryzacji Edmondsa Perfect Matching Polytope, ze kaz-
da krawedz w grafie kubicznym bez mostéw jest w jakims doskonalym skojarzeniu.

e Pokaz przykiad grafu kubicznego z mostem, ktéry nie ma doskonaltego skojarzenia.

Zadanie 33. W grafie G jest 2n wierzchotkéw i minimalny stopien wynosi n. Pokaz, ze
jest doskonate skojarzenie.
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skojarzenia, czes¢ 2 oraz algebraiczna teoria graféw

Skojarzenia — remanent

Zadanie 34. Udowodnij, ze wymiar PMP jest o co najmniej jeden mniejszy od liczby
doskonalych skojarzen w grafie.

Zadanie 35. Udowodnij twierdzenie Edmondsa dla sum roztacznych cykli.

Zadanie 36. Udowodnij twierdzenia Halla przy pomocy twierdzenia Tutte—Berge (wska-
zéwka — rozwaz oddzielnie te sktadowe nieparzyste C, dla ktérych |C NVy| > |C' N V3,
a osobno pozostale).

Skojarzenia — liczno$ci, rozktad na cegly i klamry

Zadanie 37. Wskaz rozktad na cegly i klamry nastepujacych graféw:

Dla ktérych z tych graféw szacowanie liczby doskonalych skojarzen z twierdzenia
Edmondsa—Lovasza—Pulleybanka jest doktadne?

Zadanie 38. Niech G bedzie grafem dwudzielnym pokrytym przez skojarzenia. Udowod-
nij, ze jesli pewne ciasne ciecie rozbija V(G) na zbiory A i B, to grafy G/A 1 G/B tez
sg dwudzielne.

Wywnioskuj, ze jedli G jest dowolnym grafem dwudzielnym o przynajmniej dwéch
wierzcholkach, to jest w nim przynajmniej |IE(G)| — |V (G)| + 2 réznych doskonatych
skojarzen, gdzie | E(G)| to liczba krawedzi wystepujacych w jakimkolwiek doskonalym
skojarzeniu.

Zadanie 39. Pokaz, ze ciasne ciecie grafu kubicznego bez mostéw zawiera dokladnie trzy
krawedzie. Wywnioskuj stad, ze w czasie rozktadu grafu kubicznego bez mostéw na cegty
i klamry nie wyjdziemy poza klase graféw kubicznych bez mostéw.

Zadanie 40. Graf jest k—spdjny krawedziowo, jesli usuniecie k — 1 krawedzi go nie roz-
spéjnia. Graf jest cyklicznie k—spdjny krawedziowo, jesli nie da si¢ go rozpdjni¢ usuwajac
mniej niz k krawedzi na czedci, z ktérych co najmniej dwie zawieraja cykle. Pokaz, ze
graf kubiczny cyklicznie 4-spdjny krawedziowo, ktéry nie jest Ky, jest podwdjnie po-
kryty przez skojarzenia, tj., kazda krawedzi nalezy do co najmniej dwéch doskonatych
skojarzen.



Zadanie 41. Czy istnieje graf pokryty przez skojarzenia, ktéry nie jest dwukrytyczny?

Zadanie 42. Pokaz, ze dla kazdego n istnieje graf kubiczny G ktéry ma co najmniej n
wierzcholkéw i 2IV(GI/6 doskonatych skojarzen.

Zadanie 43. Klase klee—graféw definiujemy nastepujaco: Ky to klee—graf i jesli G jest
klee—grafem, i G’ otrzymamy z G poprzez zamiang¢ wierzchotka w trojkat, to G’ tez jest
klee—grafem. Pokaz, ze istnieje dowolnie duzy klee—graf G taki, ze ma on co najwyzej
2VIGN/15 qoskonalych skojarzen.
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Ekspandery, czes¢ 1

Zadanie 44. (remanent z tw. Madera) ZnajdZ “optymalny” podzial Madera (tj. taki
podzial Uy, Uy, ..., Uy, dla ktérego istnieje u(Uy, Uy, ..., Uy, ) roztacznych S—Sciezek) dla
nastepujacych graféw (wszystkie zbiory X € 8 sa jednoelementowe, ich elementy sa
zaznaczone na obrazkach wigkszymi kotami):

Algebraiczna teoria graféw

Zadanie 45. Udowodnij, ze macierz sasiedztwa grafu d-regularnego ma warto$é¢ wlasna
d. Udowodnij, ze jest to najwieksza warto$¢ wlasna macierzy grafu G.

Zadanie 46. Niech G bedzie grafem d-regularnym. Udowodnij, ze G jest niespéjny wtw.
ma wgledna przerwe spektralna zero wtw. ma ekspansje krawedziowa zero. Udowodnij,
ze jesli G jest spdjny, to jest dwudzielny wtw. ma bezwzgledna przerwe spektralng zero
wtw. ma ekspansje wierzcholkowsg zero.

Czy istnieje podobna charakteryzacja graféw niespdjnych lub dwudzielnych przez
warto$ci wlasne (jakiej$ macierzy), jesli nie zalozymy regularnosci grafu?

Produkty graféw

Bedziemy w przysztosci konstruowali rodziny graféw. Do tego przydadza nam sie
nastepujace dwa konstrukty grafowe:

Jesli A1 B to dowolne grafy, to ich produktem kartezjanskim AJB nazywamy graf o
zbiorze wierzcholkéw V (A) x V(B), oraz krawedziach (uv)(u'v') jesli u = v’ i vv’ € E(B)
lub v =7 i uu' € E(A).

Jesli A 1 B to dowolne grafy, to ich produktem tensorowym A x B nazywamy graf
o zbiorze wierzchotkéw V(A) x V(B), oraz krawedziach (uv)(u'v’) jesli uv’ € E(A) i
v’ € E(B).

Warto zauwazy¢, ze notacja jest fajna, bo znaczek [J na iloczyn kartezjanski oraz x
na iloczyn tensorowy obydwa pokazuja, co sie dzieje z dwoma krawedziami (jedna z A,
druga z B).



Zadanie 47. Niech A, B, C beda grafami, przy czym A i B sa dwudzielne. Ktére z na-
stepujacych graféw muszg byé dwudzielne: A x B, A x C, AOOB, AOC?

Zadanie 48. Czy produkt kartezjanski graféw spojnych musi byé¢ spojny? Czy produkt
tensorowy graféw spéjnych musi byé spojny?

Zadanie 49. Skonstruuj produkty kartezjanski i tensorowy graféw Cy i Sy (czyli cyklu o
4 wierzchotkach oraz gwiazdy o jednym $rodku i trzech lisciach).

Zadanie 50. Znajdz wszystkie grafy spéjne G, dla ktérych G2 jest dwudzielny po usu-
nieciu petli.

Obliczanie spektrum i ekspansji

Zadanie 51. Udowodnij, ze:

Jesli A jest dowolng macierza, to wartosci wlasne A — ¢l to pomniejszone o ¢
wartosci wlasne A;

Jesli G jest grafem d-regularnym, to warto$ci wlasne dopelnienia to n—1—d, — (Ao +

Jedli G to dowolny graf, to wartosci wtasne G? to kwadraty wartoéci wlasnych G;

Wartosci wlasne iloczynu tensorowego graféw G i H to \;u;, gdzie \; to wartosci
wlasne G, a u; to wartosci wlasne H;

Wartodci wlasne iloczynu kartezjanskiego graféw G i H to A; + pj, gdzie \; to
wartosci wlasne G, a p; to wartosci wlasne H.

Niech G bedzie dowolnym grafem d-regularnym, d > 3. Niech L(G), ktérego wierz-
chotkami sa krawedzie G, i ef € E(L(G)) jesli e i f maja wspdlny koniec w
G. Udowodnij, ze wartosci wlasne L(G) to d — 2 + \;, gdzie \; to wartosci wla-
sne G, oraz dodatkowo —2 z krotnoscia |E| — |V|. Wskazéwka: det(xl — CD) =
™ " det(zl — DC), gdzie C to macierz m x n, a D to macierz n x m.

Zadanie 52. Oblicz ekspansje wierzchotkowa i krawedziowa oraz pelne spektrum kliki
K, kostki {0,1}", cyklu C, oraz bikliki K, ,,, a takze pelne spektrum grafu Petersena:
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szacowania ekspansji, zygzaki i konstrukcje ekspanderéw

obliczanie spektrum i ekspansji — zalegle

Zadanie 53. Udowodnij, ze:

Jesli A jest dowolng macierza, to wartosci wtasne A — ¢l to pomniejszone o ¢
wartosci wlasne A;

Jesli G jest grafem d-regularnym, to warto$ci wlasne dopelnienia to n—1—d, —(A2+

Jedli G to dowolny graf, to wartoéci wlasne G? to kwadraty wartoéci wlasnych G;

Wartosci wlasne iloczynu tensorowego graféw G i H to A;u;, gdzie A; to wartosci
wlasne G, a u; to wartosci wlasne H;

Wartosci wlasne iloczynu kartezjanskiego graféw G i H to \; + pj, gdzie A; to
warto$ci wlasne G, a p; to wartoéci wlasne H.

Niech G bedzie dowolnym grafem d-regularnym, d > 3. Niech L(G), ktérego wierz-
chotkami sa krawedzie G, i ef € E(L(G)) jesli e i f maja wspdlny koniec w
G. Udowodnij, ze wartosci wlasne L(G) to d — 2 + \;, gdzie \; to wartosci wla-
sne G, oraz dodatkowo —2 z krotnoscia |E| — |V|. Wskazéwka: det(z] — CD) =
™ " det(zl — DC), gdzie C' to macierz m x n, a D to macierz n X m.

Zadanie 54. Oblicz: ekspansje krawedziowa kostki {0,1}" oraz pelne spektrum bikliki
K, i grafu Petersena:

szacowania przerw spektralnych i ekspansji

Zadanie 55. Udowodnij, ze jesli G jest d-regularny i ma przerwe spektralna wzgledna A,
a bezwzgledng A, GOG jest 2d-regularny i ma t¢ sama przerwe spektralng wzgledna,
oraz bezwzgledna te sama lub lepsza, zaé G x G jest d?>-regularny i ma bezwzgledng
przerwe spektralng réwnag dA'.



Zadanie 56. Udowodnij, ze graf G2 jest niespéjny wtedy i tylko wtedy, gdy G jest dwu-
dzielny lub niespdjny.

Zadanie 57. Niech G bedzie dowolnym multigrafem. G’ tworzymy dodajac w kazdym
wierzcholku petle. Udowodnij, ze A(G) = A(G'), za$ A'(G) > min{A(G), 2}.

Zadanie 58. Pokaz, ze jesli G jest d-regularny i spojny, to jego wzgledna przerwa spek-
tralna wynosi Q(d~!n~2). Pokaz, ze jedli go G dostawimy w kazdym wierzchotku petelke,
to jego bezwzgledna przerwa spetralna wynosi Q((d 4 1)3n=2).

Zadanie 59. Niech G = (V, E) bedzie d-regularnym multigrafem o n wierzchotkach, i
niech A’(G) bedzie jego bezwzgledna przerwa spektralng. Udowodnij, ze jego $rednica
jest nie wieksza niz Cas logn, gdzie Car to pewna stala zalezna od A'(G).

zadanie obrazkowe

Zadanie 60. Narysuj K5 ® Cy.

10
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Redukcje losowosci

Wtasnoéci ekspanderéw

Zadanie 61. Niech G bedzie grafem o wzglednej przerwie spektralnej A, niech S C V(G)
i]S| < |V(G)]/4. Udowodnij, ze |E(S,S")| > 4|S|A/3.

Zadanie 62. (Expander Mixing Lemma) Niech G bedzie multigrafem d-regularnym o n
wierzcholkach, i niech A = d — A/(G). Udowodnij, ze dla dowolnych S, T C V zachodzi

d|S||T|
|B(S,T) - T‘ < M/IS|IT)-

Zadanie 63. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej d > 2 oraz 0 < ¢ < 1 istnieje
taka stala N(c,d), ze dla n > N(c,d) kazdy graf d-regularny o n wierzchotkach ma
bezwzgledna przerwe spektralna nie wicksza niz d — c¢v/d.

Btadzenia losowe

Niech [lully = 32 [uil, zas [Julla = /32 fuil*.
Zadanie 64. Udowodnij (o ile nie wiesz), ze dla dowolnego wektora u € R™ zachodzi
lull2 < JJullr < v/7|lull2 < /n. (uwaga — osoby, ktére nie znaja tego faktu moga z niego
korzystaé, jest pozyteczny)

Zadanie 65. Niech S,T C V(G) beda dowolnymi zbiorami. W pierwszym do$wiadcze-
niu wybieramy dwa losowe wierzchotki z V(G), i méwimy, ze osiagneliSmy sukces, jesli
pierwszy nalezy do S, a drugi do T'. W drugim doswiadczeniu wybieramy losowsa krawedz
z E(G), kierujemy ja losowo, i méwimy, ze osiagneliémy sukces, jesli prowadzi ona z S
do T. Udowodnij, ze prawdopodobienstwo sukcesu w tych dwéch do$wiadczeniach nie
rézni si¢ o wiecej niz 1 — A'(G)/d.

Zadanie 66. Niech P bedzie dowolnym rozkladem prawdopodobienstwa na V(G), gdzie
G to graf d-regularny o bezwzglednej przerwie spektralnej A’ = (1 — a)d. Niech X
bedzie wierzchotkiem GG wybranym zgodnie z prawdopodobienistwem P, oraz niech X4
bedzie losowym sasiadem wierzchotka X}, (kazdego sasiada wybieramy z réwnym praw-
dopodobienstwem). Udowodnij, ze

Z IP(X) =v) — 1/n| < vna* Z IP(Xo =v) —1/n|.
veV(G) veV(Q)
Zadanie 67. Niech P : R” — R", (Pu); = u; dla i < ki (Pu); = 0dlai > k (czyli P
zeruje wspélrzedne dalsze niz k). Udowodnij, ze jesli A macierza grafu o bezwzglednej
przerwie spektralnej A’, to dla dowolnego wektora v o wspélezynnikach nieujemnych

mamy
|PAPolly _ k  d-N(G)
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Zadanie 68. Niech G bedzie grafem d-regularnym o bezwzglednej przerwie spektralnej
wiekszej niz (1 — a)d. Niech B C V(G), |B|/|V| = . Wybieramy losowy wierzcho-
lek Xy € V(G), a nastepnie wykonujemy ¢ krokéw bladzenia losowego. Udowodnij, ze
prawdopodobiefistwo, ze X; € B dla i = 0,1,...,t jest nie wieksze niz (o + 8)°.

Redukcje losowosci

Przypomnijmy, ze algorytmem losowym nazwiemy algorytm A, ktéry na wejsciu
przyjmuje dane z oraz y, gdzie o y myslimy jako o losowej czesci danych, gdzie x jest
podany we wzglednie dowolny sposéb, zas y to ciag n bitéw. Zaktadamy, ze istnieje
pewna poprawna odpowiedz C(z) € {0,1}.

Moéwimy, ze A ma blad jednostronny, jesli dla x speliajacych C(z) = 0 zachodzi
A(z,y) = 0, za$ dla C(z) = 1 réwnosé¢ A(z,y) = 1 zachodzi dla przynajmniej 327
sposéréd mozliwych y.

Moé6wimy, ze A ma btad dwustronny, jesli dla kazdego x zbidr tych y, ze C'(x) # A(x,y)

ma moc co najwyzej 2" 2.
Zadanie 69. Niech A bedzie dowolnym algorytmem losowym z bledem jednostronnym.
Skonstruujmy ekspander na 2" wierzchotkach (ktére utozsamiamy z mozliwymi ciagami
y), o stopniu d i bezwzglednej przerwie spektralnej A’ > 3d/4. Niech A’ bedzie algoryt-
mem losowym, ktéry losuje pierwszy ciag bitow yg, nastepnie bierze jako y; losowego
sasiada yx_1, 1 zwraca 0, jesli A(x,y;) = 0 dla wszystkich y, zas 1, jesli wéréd A(z,y;)
jest przynajmniej jedna jedynka dla i = 1,2,...,k. Udowodnij, ze A’ jest algorytmem
losowym z bledem jednostronnym popelnianym z prawdopodobienstwem co najwyzej
27k,

Zadanie 70. Jak zaatakowa¢ problem btedu dwustronnego?

Zadanie 71. Niech G = (V, E) bedzie d-regularnym multigrafem o n wierzchotkach,
i niech A’(G) bedzie jego bezwzgledna przerwa spektralng. Niech F' C E bedzie do-
wolnym zbiorem krawedzi bez petli, zas§ K — rozkladem prawdopodobienstwa na V'
zadanym przez wybor losowej krawedzi z F', a potem jej losowego konca. Udowodnij, ze
prawdopodobienstwo, ze bladzenie losowe rozpoczynajace wedle K wykona ¢ + 1-wszy

krok krawedzia z F' szacuje sie z géry przez % +((d — A" /d)".
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Wskazowki do zadan z ¢wiczen széstych

Zadanie 61 — przypomnij sobie dowéd faktu, ze hy > A/2 (z wykladu czwartego).

Zadanie 62 — zapisz E(S,T) w postaci Ay, przypomnij sobie poczatek analizy
zygzaka

Zadanie 63 — rozwaz kwadrat grafu G.

Zadanie 64 — nieréwno$¢ Schwarza; suma jest mniejsza rowna swojej licznosci po-
mnozonej przez najwickszy element.

Zadanie 65 — jedno z poprzednich zadan

Zadanie 66 — rozwaz wektor p; = P(Xy = i). Zapisz odpowiednio lewg i prawa
strone.

Zadanie 67 — wez u = Pv, przypomnij sobie poczatek analizy zygzaka

Zadanie 68 — jedno z poprzednich zadan

Zadanie 69 — jedno z poprzednich zadan

Zadanie 70 — standardowym rozwiazaniem jest powtérzenie doswiadczenia 2k + 1
razy i wybranie wickszoSciowej odpowiedzi. Jak wyglada analiza symulacji tego rozwia-
zania na ekspanderach?

Zadanie 71 — niech x to startowe roztozenie na wierzchotkach, za$ y, to prawdo-
podobienstwo, ze krok z wierzchotka v pdjdzie po krawedzi z F'. Powiaz y i x, rozléz
T.

Ciut wieksze wskazdwki

Zadanie 61 — rozwaz 1gAlg. Zauwaz, ze E(S,S) = d|S| — E(S, S).

Zadanie 62 — rozpisz 1gAlp, roztéz kazdy wektor na czesé réwnolegly i prostopadta,
nieréwnos¢ Schwarza

Zadanie 63 — rozwaz $lad G

Zadanie 65 — zadanie 62

Zadanie 66 — zadanie 64

Zadanie 67 — roztéz Pv na czesS¢ réwnolegla i prostopadtla

Zadanie 68 — zadanie 67

Zadanie 69 — zadanie 68

Zadanie 70 — oszacuj prawdopodobienstwo, ze wybrany podzbiér bedzie btedny,
zmodyfikuj zadanie 67, moze by¢ potrzebna poprawa prawdopodobienstwa pojedynczego
sukcesu.
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Wybrane zagadnienia teorii graféw — ¢éwiczenia 7

btadzenia losowe, redukcje losowosci, konstrukcje ekspanderéw

btadzenia losowe

Zadanie 72. Niech P : R” — R", (Pu); = u; dla i < ki (Pu); = 0dlai > k (czyli P
zeruje wspélrzedne dalsze niz k). Udowodnij, ze jesli A macierza grafu o bezwzglednej
przerwie spektralnej A’, to dla dowolnego wektora v o wspélezynnikach nieujemnych

mamy

|PAPv|s (k: d— A’(G))
g e — :
) =+ S ol

Zadanie 73. Niech G bedzie grafem d-regularnym o bezwzglednej przerwie spektralne;
wigkszej niz (1 — a)d. Niech B C V(G), |B|/|V| = . Wybieramy losowy wierzcho-
lek Xy € V(G), a nastepnie wykonujemy ¢ krokéw bladzenia losowego. Udowodnij, ze
prawdopodobiefistwo, ze X; € B dla i = 0,1,...,t jest nie wieksze niz (a + 8)°.

Zadanie 74. Niech G = (V, E) bedzie d-regularnym multigrafem o n wierzchotkach,
i niech A’'(G) bedzie jego bezwzgledna przerwa spektralna. Niech F' C E bedzie do-
wolnym zbiorem krawedzi bez petli, zas§ K — rozkladem prawdopodobienstwa na V'
zadanym przez wybor losowej krawedzi z F', a potem jej losowego konica. Udowodnij, ze
prawdopodobienstwo, ze btadzenie losowe rozpoczynajace wedle K wykona i + 1-wszy
krok krawedzia z F' szacuje sie z gory przez % + ((d — A" /d)".

redukcje losowosci

Przypomnijmy, ze algorytmem losowym nazwiemy algorytm A, ktéry na wejsciu
przyjmuje dane x oraz y, gdzie o y myslimy jako o losowej czesci danych, gdzie x jest
podany we wzglednie dowolny sposob, zas y to ciag n bitéw. Zakladamy, ze istnieje
pewna poprawna odpowiedz C(z) € {0,1}.

Moé6wimy, ze A ma blad jednostronny, jesli dla x spelniajacych C(x) = 0 zachodzi
A(z,y) = 0, za$ dla C(z) = 1 réwnoé¢ A(z,y) = 1 zachodzi dla przynajmniej 32"
spoérdéd mozliwych y.

Moéwimy, ze A ma btad dwustronny, jesli dla kazdego x zbiér tych y, ze C(x) # A(z,y)
ma moc co najwyzej 2" 2.

Zadanie 75. Niech A bedzie dowolnym algorytmem losowym z btedem jednostronnym.
Skonstruujmy ekspander na 2™ wierzchotkach (ktére utozsamiamy z mozliwymi ciagami
y), o stopniu d i bezwzglednej przerwie spektralnej A’ > 3d/4. Niech A’ bedzie algoryt-
mem losowym, ktéry losuje pierwszy ciag bitow yg, nastepnie bierze jako yr losowego
sasiada yx_1, 1 zwraca 0, jesli A(x,y;) = 0 dla wszystkich y, zas 1, jesli wéréd A(z,y;)
jest przynajmniej jedna jedynka dla ¢ = 1,2,..., k. Udowodnij, ze A’ jest algorytmem
losowym z btedem jednostronnym popetlnianym z prawdopodobienstwem co najwyzej
27k,
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Zadanie 76. Jak zaatakowa¢ problem btedu dwustronnego?

deterministyczna konstrukcja ekspandera

Zadanie 77. Niech Fj bedzie cialem o charakterystyce ¢q. Rozwazmy graf G, ktérego
zbiorem wierzcholtkdéw jest FqQ, a krawedz laczy (a,b) z (c,d) jesli ac = b+ d.

1.

Udowodnij, ze wierzcholek (a, b) jest potaczony krawedzia z wszystkimi wierzchot-
kami (¢, d) takimi, ze (¢, d) lezy na prostej ax — b.

. Oblicz macierz sasiedztwa grafu G2.

Oblicz wartosci wlasne tej macierzy.

Udowodnij, ze G jest ekspanderem o bezwzglednej przerwie spektralnej co najmniej

q— /4

Zadanie 78. Pokaz, ze istnieja stale d i c takie, ze dla kazdego n istnieje graf o doktadnie
n wierzchotkach, stopniu doktadnie d i bezwzglednej przerwie spektralnej co najmniej c.

wybrane wskazéwki do zadan z éwiczen sibdmych

Zadanie 72— rozléz Pv na cze$¢ rownolegla i prostopadtia.

Zadanie 74 — niech x to startowe rozlozenie na wierzchotkach, za$ y, to prawdopodo-
bienistwo, ze krok z wierzchotka v pdjdzie po krawedzi z F. Powiaz y i x, roztéz x.

Zadanie 76 — Standardowym rozwiazaniem jest powtérzenie doswiadczenia 2k + 1 razy
i wybranie wiekszo$ciowej odpowiedzi. Jak wyglada analiza symulacji tego rozwiazania
na ekspanderach? Oszacuj prawdopodobiefistwo, ze wybrany podzbiér bedzie btedny,
zmodyfikuj zadanie 67, moze by¢ potrzebna poprawa prawdopodobienstwa pojedynczego
sukcesu.

Zadanie 78 — Przypomnij sobie konstrukcje z wyktadu: zaczynamy od H, d® wierzchol-
kéw, d-regularny, po czym robimy G = H?, Go = Hx H, G; = (GLQJ X G[g])Q ®H.
2 2
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Wybrane zagadnienia teorii graféw — ¢wiczenia 8
WQO, minory, treewidth

well-quasi—orderings

Przypomnijmy: porzadek czesciowy (X, <) jest WQO, jesli w kazdym nieskonczonym
ciggu x1, T2, ... istnieje para indeksow ¢ < j, ze w; < wj.

Zadanie 79. Pokaz, ze (X, <) jest WQO wtedy i tylko wtedy, gdy X nie zawiera nie-
skonczonego antylancucha lub nieskonczonego ciggu $cisle malejacego.

Zadanie 80. Niech (X, <) bedzie WQO. Pokaz, ze w kazdym ciagu (z1,x2,...) istnieje
nieskonczony podciag niemalejacy.

Zadanie 81. Wezmy zbiér odcinkéw X = {[a,b] : a < b, a,b € N}. Powiemy, ze
[a,b] < [c,d] jesli b < ¢ lub a = cib < d. Pokaz, ze to jest WQO.

relacja bycia minorem

Krata k x k to graf o k? wierzcholkach, indeksowanych parami (i, ), 1 < i,j < k,
gdzie (i, j) jest polaczone krawedzig z (i, j') wtedy i tylko wtedy gdy |i —4'|+]j— 7| = 1.

Zadanie 82. Czy Ky jest minorem kraty 1000 x 10007 A czy K357

Zadanie 83. Pokaz, ze dla kazdego grafu planarnego H istnieje takie k, ze H jest minorem
kraty k x k.

treewidth

Przypomnijmy: dla grafu G dekompozycja drzewowa nazwiemy takie drzewo G i ro-
dzine zbioréw wierzchotkéw (Vi)ier, ze:

(T1) V(G) = User V&
(T2) dla kazdej krawedzi uv € E(G) istnieje t € T, ze u,v € Vi;
(T3) dla kazdego v € V(QG) zbiér {t : v € V;} jest spéjny w T.

Szerokoscia dekompozycji nazywamy maxer |Vi| — 1. Szerokosé drzewiasta (treewidth)
grafu to najmniejsza mozliwa szerokos¢ dekompozycji.

Zadanie 84. Pokaz, ze G jest lasem wtedy i tylko wtedy gdy ma treewidth nie wigkszy
niz 1.

Zadanie 85. Ile wynosi treewidth kliki K,?

W nastepnych zadaniach zakladamy, ze dla danego grafu spdjnego G mamy jego
dekompozycje drzewowa z drzewem T i zbiorami wierzchotkéw (V;)ier.
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Zadanie 86 (Diestel, Lemma 12.3.1). Niech ¢ty bedzie krawedzia i niech 7" po usunieciu
t1to rozpada sie na drzewa 77 i Tb. Pokaz, ze Vi, N V,, rozdziela U; := UteT1 Vi od
Uy = Ut€T2 Vi.

Zadanie 87. Pokaz odwrotno$é¢ poprzedniego zadania: jeSli T' jest drzewem, i (V})er
rodzing podzbioréw V(G) taka, ze Uer Vi = V(G) oraz dla kazdej krawedzi t1ty w T'
zbiér Vi, NV, rozdziela Uy od Uy, to (Vi)ier jest dekompozycja drzewowa G.

Zadanie 88 (Diestel, Lemma 12.3.2). Niech H bedzie podgrafem G. Pokaz, ze tw(H) <
tw(G).
Zadanie 89 (Diestel, Lemma 12.3.3). Niech H bedzie minorem G. Pokaz, ze tw(H) <
tw(QG).

Zadanie 90. Niech W C V(G) bedzie takie, ze G[W] jest klika. Pokaz, ze istnieje ¢t € T
takie, ze W C V(7).

Zadanie 91 (Diestel, Lemma 12.3.4). Niech W C V(G). Pokaz, ze jedli nie istnieje ¢t € T
takie, ze W C V4, to istniejg w1, w2 € W i krawedz t1to w T takie, ze Vi, N V;, oddziela
w1 od w2a.
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Wybrane zagadnienia teorii graféw — ¢éwiczenia 9
treewidth

Zadanie 92. Pokaz odwrotnos$¢ zadania 86: jesli T' jest drzewem, i (V})ier rodzina pod-
zbioréw V (G) taka, ze Uyer Vi = V(G) oraz dla kazdej krawedzi t1to w T zbior Vi, NV,
rozdziela Uy od Us, to (Vi)ier jest dekompozycja drzewowa G.

Zadanie 93 (Diestel, Lemma 12.3.4). Niech W C V(G). Pokaz, ze jesli nie istnieje t € T
takie, ze W C V4, to istnieja wi, w2 € W i krawedz t1to w T takie, ze Vi, N V;, oddziela
w1 od wa.

Zadanie 94. Pokaz dekompozycje drzewowsa o szerokosci 2 cyklu o n wierzchotkach.

Zadanie 95. Klasa graféw series—parallel jest zdefiniowana nastepujaco: Ko jest series—
parallel i je§li G powstaje z G’ poprzez dodanie jednej krawedzi réwnoleglej do juz
istniejacej, lub przez wepchniecie wierzchotka w krawedz, to jesli G’ jest series—parallel,
to G tez. Pokaz, ze grafy series—parallel maja treewidth co najwyzej 2.

Zadanie 96. Pokaz, ze majac dane dekompozycje drzewowa o szerokosci ¢ da sie skon-
struowaé w czasie wielomianowym dekompozycje o tej samej szerokosci taka, ze T jest
ukorzenione, i kazdy wierzchotek ¢ € T' jest jednym z czterech typow:

(leaf) |Vi| =11t jest lisciem T

(introduce) ¢ ma jednego syna s iV, = Vs U {v}, v ¢ V;
(forget) ¢ ma jednego syna si Vi =V, U{v}, v ¢ Vi;
(join) ¢t ma dwdch synéw si s i Vs =Vy =V,

Zadanie 97. Na grafie G mamy zlodzieja i k policjantow. Ztodziej ma bardzo szybki mo-
torek, a policjanci helikoptery. Pomiedzy turami kazda osoba okupuje jakis wierzchotek
grafu. Tura wyglada nastepujaco:

1. pewien podzbidr policjantow wznosi sie ze swoich miejsc i deklaruje, gdzie bedzie
ladowac;

2. zlodziej sie przemieszcza, ale nie moze przechodzi¢ przez wierzchotki, w ktérych
stoi policjant (taki, ktéry nie podrézuje);

3. policjanci laduja.

Policjanci wygrywaja, jesli jakis policjant wyladuje w wierzchotku, gdzie jest zlodziej.
Pokaz, ze minimalna liczba policjantéw potrzeba do ztapania zlodzieja to tw(G) + 1.

Zadanie 98. Pokaz, ze treewidth kraty k x k:

1. wynosi co najwyzej k,
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2. wynosi co najmniej k — 1,
3. wynosi co najmniej k.

Zadanie 99. Pokaz, ze graf G jest dwuspojny wtedy i tylko wtedy gdy ma dekompozycje
drzewowa (T, (V;)ier) 0 nastepujacych wiasnosciach:

1. dla kazdej krawedzi t1to w T mamy |V, N Vi, | = 2;

2. wszystkie korpusy tej dekompozycji sa trzyspéjne lub sa cyklami (dla wierzchotka
t € T korpusem nazywamy graf H; powstaly przez dodanie do G[V;] krawedzi dla
kazdej pary x,y € Vi NV, dla kazdego t' bedacego sasiadem ¢t w T').

Zadanie 100. Niech B bedzie cierniami najwigkszego mozliwego rzedu w G, a (T, (Vy)ter)
dekompozycja drzewowa G o najmniejszej mozliwej szerokosci. Pokaz, ze jesli Vi, i V4,
pokrywa B, to V;, = V,,.

Zadanie 101. Pokaz, ze dowolny podzbiér kolumny kraty r X r o co najmniej k wierz-
chotkach jest zewnetrznie k—spdjny.

Zadanie 102. Pokaz, ze je$li mamy zbiér zewnetrznie 10k—spdjny o 100k wierzchotkach,
to graf ma treewidth co najmniej k.

Ponizsze dwa zadania moze nie majg zwiazku z teoriag minoréw, ale przydadza sie na
kolejnym wyktadzie.

Zadanie 103. Pokaz, ze jesli drzewo ma co najmniej r(r — 1) wierzchotkéw (r > 2), to
ma r lidci lub $ciezke o r wierzchotkach.

Zadanie 104. Niech T bedzie drzewem, gdzie kazdy wierzchotek ma stopien co najwyzej
3. Niech X C V(G) i niech k > 1. Wtedy mozna z T wywali¢ cze$é krawedzi tak, by
kazda pozostala spdjna sktadowa miata od k do 2k — 1 wierzchotkéow z X (poza jedna,
ktéra moze mie¢ mniej niz k).
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kilka istotnych i nietrywialnych definicji

Treewidth. Dla grafu G dekompozycja drzewowa nazwiemy takie drzewo T i rodzine
zbioréw wierzchotkéw (V;)ier, Ze:

(T1) V(G) = User Vi;
(T2) dla kazdej krawedzi uv € E(G) istnieje t € T', ze u,v € Vy;
(T3) dla kazdego v € V(G) zbiér {t : v € V;} jest spdjny w T.

Szerokoscia dekompozycji nazywamy maxer |Vi| — 1. Szeroko$¢ drzewiasta (treewidth)
grafu to najmniejsza mozliwa szeroko$¢ dekompozycji. Jesli dodatkowo bedziemy wyma-
gaé, by T bylo Sciezka, otrzymamy dekompozycje $ciezkowa i szerokosé Sciezkowa (ang.
pathwidth).

Ciernie (bramble). Méwimy, ze A, B C V(G) sie dotykaja, jesli ANB # () lub E(A, B) #
(. Rodzine B = (Ay)}_, niepustych podzbioréw V(G) nazwiemy cierniami, jesli

1. G[A] jest spéjne dla kazdego k;
2. Ay i Aj sie dotykaja dla kazdych k, j.

Zbiér X pokrywa ciernie B jesli X N Ay # 0 dla kazdego k. Rzad cierni B to wielko$é
najmniejszego zbioru pokrywajacego B.

Zbiory zewnetrznie k-spéjne. X C V(G) jest zewnetrznie k—spdjny, jesli | X| > k i dla
kazdych rozlacznych Y,Z C X, |Y| = |Z] < k istnieje |Y| roztacznych wierzchotkowo
Sciezek laczacych Y z Z, nie uzywajacych wierzcholkéw i krawedzi G[X] (poza poczat-
kiem i konicem).

Splatania (mesh). Pare (A, B) podgraféw G nazwiemy k—splataniem, je$li w A mozna
wyr6zni¢ podgraf T bedacy drzewem taki, ze

1. T nie ma wierzchotkéw o stopniu wigkszym niz 3;

2. kazdy wierzcholek V(A) NV (B) nalezy do T' i ma stopief nie wiekszy niz 2;
3. T ma wierzcholek stopnia nie wiekszego niz 1 w V(A) NV (B);

4. V(A)NV(B) jest zewnetrznie k—spdjny w podgrafie B.

Rzedem (A, B) nazwiemy |V (A) NV (B)|. Jedli pominiemy ostatni warunek, to co dosta-
niemy nazywamy O-splataniem.
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Wybrane zagadnienia teorii graféw — ¢wiczenia 10

minory, treewidth

zalegle

Zadanie 105 (Diestel, Lemma 12.3.4). Niech W C V(G). Pokaz, ze jesli nie istnieje ¢t € T
takie, ze W C V4, to istnieja wq,wy € W i krawedz t1to w T takie, ze V3, NV, oddziela
wy od wsy.

Zadanie 106. Pokaz, ze graf GG jest dwuspdjny wtedy i tylko wtedy gdy ma dekompozycje
drzewowa (T, (V;)ter) 0 nastepujacych wiasnosciach:

1. dla kazdej krawedzi t1te w T mamy |V, NV, | = 2;

2. wszystkie korpusy tej dekompozycji sa trzyspdjne lub sa cyklami (dla wierzchotka
t € T korpusem nazywamy graf H; powstaly przez dodanie do G[V;] krawedzi dla
kazdej pary x,y € Vi NV, dla kazdego t' bedacego sasiadem ¢t w T').

Zadanie 107. Niech B bedzie cierniami najwigkszego mozliwego rzedu w G, a (T, (Vy)ier)
dekompozycja drzewowa G o najmniejszej mozliwej szerokosci. Pokaz, ze jesli Vi, i V4,
pokrywa B, to Vi, = V4,.

Zadanie 108. Pokaz, ze je$li mamy zbiér zewnetrznie 10k—spdjny o 100k wierzchotkach,
to graf ma treewidth co najmniej k.

grafy przedziatowe i cieciwowe

Graf G jest grafem cieciowym (ang. chordal graph), jesli nie ma podgraféw indukowa-
nych bedacych cyklami dlugoéci wigkszej niz 3. Graf G jest grafem przedzialowym (ang.
interval graph), jesli istnieje rodzina otwartych odcinkéw na proste; (Sv)vev(G) taka, ze
wv € E(G) wtw sy, N sy # 0.

Zadanie 109. Pokaz, ze G jest cieciwowy wtedy i tylko wtedy gdy ma dekompozycje
drzewowa (T, (Vi)ier) taka, ze G[V4] jest klika dla kazdego t € T'.

Zadanie 110. Pokaz, ze G jest przedzialowy wtedy i tylko wtedy gdy ma dekompozycje
sciezkowa (T, (Vi)ier) (czyli wymagamy, by T bylo $ciezka) taka, ze G[V;] jest klika dla
kazdego t € T'.

well-quasi-orderings i minory
Zadanie 111. Dany jest quasi—porzadek cze$ciowy (A, <). Dla zbioru X C A definiujemy
Forb(X) ={a € A: Vyex—x < a}.

Pokaz, ze (A, <) jest WQO wtedy i tylko wtedy gdy kazdy podzbiér B C A zamkniety ze
wzgledu na branie mniejszych elementéw, da sie zapisaé jako B = Forb(X) dla pewnego
skoficzonego X.
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Zadanie 112. Pokaz, ze drzewa nie sa WQO ze wzgledu na relacje bycia podgrafem.

Zadanie 113. Pokaz, ze zbior wszystkich graféw prostych nie jest WQO ze wzgledu na re-
lacje $ciagania (mozemy tylko $ciagaé¢ wierzchotki wzdtuz krawedzi, nie mozemy usuwaé
krawedzi i wierzchotkéw).

Zadanie 114. Ania zle zrozumiata definicje relacji bycia minorem: zrozumiata, ze Sciagnaé
mozna dowolne dwa wierzchotki, niekoniecznie potaczone krawedzia. Pokaz, ze przy tej
definicji zbiér graféw prostych z ta relacja jest WQO.

Zadanie 115. Pokaz, ze zbiér wszyskich grafow prostych, uporzadkowany przez relacje
bycia topologicznym minorem, nie jest dobrym quasi—porzadkiem (well-quasi-ordering).
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Wybrane zagadnienia teorii graféw — ¢wiczenia 11

zastosowania treewidthu i teorili minorow

bardzo zalegte, ale do$¢ wazne

Zadanie 116. Graf G jest grafem cieciowym (ang. chordal graph), jesli nie ma podgraféw
indukowanych bedacych cyklami diugosci wickszej niz 3. Pokaz, ze G jest cigciwowy
wtedy i tylko wtedy gdy ma dekompozycje drzewowa (T, (Vi)ier) taka, ze G[Vi] jest
klika dla kazdego t € T'.

Zadanie 117. Pokaz, ze je$li mamy zbiér zewnetrznie 10k—spdjny o 100k wierzchotkach,
to graf ma treewidth co najmniej k.

well-quasi—orderings i minory
Zadanie 118. Dany jest quasi—porzadek cze$ciowy (A, <). Dla zbioru X C A definiujemy
Forb(X) ={a € A:Vyex—x < a}.

Pokaz, ze (A, <) jest WQO wtedy i tylko wtedy gdy kazdy podzbiér B C A zamkniety ze
wzgledu na branie mniejszych elementéw, da sie zapisaé jako B = Forb(X) dla pewnego
skonczonego X.

Zadanie 119. Pokaz, ze drzewa nie sa WQO ze wzgledu na relacje bycia podgrafem.

Zadanie 120. Pokaz, ze zbior wszystkich graféw prostych nie jest WQO ze wzgledu na re-
lacje $ciagania (mozemy tylko $ciagaé wierzchotki wzdtuz krawedzi, nie mozemy usuwaé
krawedzi 1 wierzcholkéw).

Zadanie 121. Ania zle zrozumiala definicje relacji bycia minorem: zrozumiala, ze Sciaggnaé
mozna dowolne dwa wierzchotki, niekoniecznie potaczone krawedzia. Pokaz, ze przy tej
definicji zbiér graféw prostych z ta relacja jest WQO.

Zadanie 122. Pokaz, ze zbiér wszyskich graféw prostych, uporzadkowany przez relacje
bycia topologicznym minorem, nie jest dobrym quasi-porzadkiem (well-quasi—ordering).

algorytmy na dekompozycji drzewowej

W ponizszych zadaniach zakladamy, ze na wejéciu do algorytmu mamy graf G o n
wierzcholkach wraz z dekompozycja drzewowa o szerokoéci .

Zadanie 123. Pokaz algorytm szukajacy najmniejszego pokrycia wierzchotkowego w G
w czasie 20(pO1)

Zadanie 124. Pokaz algorytm szukajacy najwiekszego zbioru niezaleznego w G w czasie
20(t),0(1)
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Zadanie 125. Pokaz algorytm szukajacy najmniejszego zbioru dominujacego w G w czasie
20(t),0(1)

Zadanie 126. Pokaz algorytm szukajacy k-kolorowania w G w czasie 20(t108k),0(1),

Zadanie 127. Pokaz algorytm szukajacy cyklu Hamiltona w G w czasie 20(t1ogt)pO(1),

Zadanie 128. Pokaz algorytm szukajacy najdiuzszej éciezki w G w czasie 20(t108t)O0(1)
bidimensionality

Zadanie 129. Pokaz algorytm, ktory dla grafu planarnego G' o n wierzchotkach i liczby
k stwierdzi w czasie 20(Vklogk)n0(1) czy w G jest $ciezka dlugosci co najmniej k.

Zadanie 130. Pokaz algorytm, ktéry dla grafu planarnego G' o n wierzchotkach i liczby
k stwierdzi w czasie 200VK)0) czy w G jest zbior niezalezny wielkosci co najmniej k.

Zadanie 131. Pokaz algorytm, ktéry dla grafu planarnego G o n wierzchotkach i liczby
k stwierdzi w czasie 20(VE),01) czy w G jest zbidr dominujacy wielkosci co najwyzej k.
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Wybrane zagadnienia teorii graféw — ¢wiczenia 12

kolorowania

pozostaloéci z wyktadu

Zadanie 132. Podaj przyklad grafu G takiego, ze ch(G) > x(G).

Zadanie 133. Dana jest liczba k > 1. Podaj przyktad grafu dwudzielnego Gy, takiego, ze
Ch(Gk) > k.

Zadanie 134. Pokaz, ze w grafach dwudzielnych x/(G) = maxdeg(G).
algorytm zachtanny

Przypomnijmy: na wykladzie rozwazaliSmy algorytm zachtanny, ktory bral pewne
ustawienie wierzchotkow vy, va, ..., v, 1 wierzchotkowi v; przyporzadkowywatl najmniej-
szy mozliwy kolor nieuzyty przez N(v;) N{v1,va, ..., v;—1}.

Zadanie 135. Pokaz, ze istnieje takie ustawienie wierzchotkéw, ze algorytm zachtanny
uzyje tylko x(G) koloréw.

Zadanie 136. Pokaz graf dwudzielny o 2n wierzchotkach i ustawienie jego wierzchotkow
takie, ze algorytm zachtanny uzyje n koloréw.

grafy krytycznie k-kolorowalne

Graf G nazwiemy krytycznie k-kolorowalnym, jesli x(G) = k i dla kazdego v € V(G)
mamy x(G\v) < k.

Zadanie 137. Pokaz, ze kazdy graf G o x(G) = k ma podgraf indukowany krytycznie
k-kolorowalny.

Zadanie 138. Wyznacz wszystkie krytycznie 3-kolorowalne grafy.
wielomian chromatyczny

Dla grafu G funkcje Pg(k) przyporzadkowywujaca liczbie k > 1 liczbe kolorowan
grafu G na k koloréw nazwiemy wielomianem chromatycznym G.

Zadanie 139. Pokaz, ze jest to rzeczywiscie wielomian. Pokaz dodatkowo, ze ma on sto-
pient |V(G)|, przy V(@ ma 1, a przy «lV(@=1 ma —|E(G)|.

Zadanie 140. Wyznacz wszystkie grafy G takie, ze P(G) = k(k — 1)IV(@)I-1,
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Wybrane zagadnienia teorii graféw — ¢wiczenia 13

discharging, grafy doskonale

grafy doskonale

Przypomnienie. Graf przedzialowy to taki graf G, ze kazdemu v € V(G) mozna
przyporzadkowaé przedzial otwarty I, C R taki, ze uv € E(G) wtedy i tylko wtedy gdy
I, N1, # (. Graf G jest grafem cigciowym (ang. chordal graph), jesli nie ma podgraféw
indukowanych bedacych cyklami dlugosci wiekszej niz 3.

Zadanie 141. Pokaz, ze nastepujace klasy graféw sa doskonate:
1. kliki,
2. grafy dwudzielne,
3. grafy przedzialowe,
4. grafy cieciwowe.

Zadanie 142. Pokaz, ze cykl i antycykl dlugosci nieparzystej wigkszej od 3 nie jest grafem
doskonatym.

Zadanie 143. Pokaz, ze wlasnos¢ bycia grafem doskonalym nie jest zamknigta ani na
branie podgraféw, ani na branie minoréw.

Zadanie 144. Dla danego porzadku czeSciowego (A, <) grafem poréwnan G nazwiemy
graf taki, ze V(G) = Aizy € E(G) jesli x i y sa rézne i poréwnywalne. Pokaz, ze taki
graf G jest doskonaty.

Zadanie 145. Pokaz, ze dopelnienie grafu przedziatowego jest grafem porzadku czescio-
wego.

Zadanie 146. Dla grafu G grafem liniowym L(G) nazwiemy graf taki, ze V(L(G)) = E(G)
iejeg € E(L(G)) jesli e 1 e2 maja wspélny koniec. Pokaz, ze

X(L(G)) € {w(L(G)),w(L(G)) + 1}
wz6r Eulera i discharging

Zadanie 147. Pokaz, ze w kazdym grafie planarnym istnieje wierzchotek o stopniu co
najwyzej o.

Zadanie 148. Pokaz, ze jeéli mozemy narysowaé graf 6-regularny na torusie, to jest on
striangularyzowany po narysowaniu.

Zadanie 149. Pokaz, ze jesli graf dwudzielny jest planarny, to ma on wierzchotek o stopniu
co najwyzej 3.
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Zadanie 150. Ania narysowala planarny graf dwudzielny G = (VU W, E) taki, ze wierz-
chotki w V' maja stopien 5, a wierzchotki w W maja stopien 3. Nastepnie przyporzad-
kowata numerki wierzchotkom tak, ze:

1. kazdy wierzchotek w V ma numerek 1, 2 lub 3, a kazdy wierzcholek w W ma
numerek 4,5,6,7 lub 8.

2. kazdy wierzchotek w V' zna wszystkie numerki od 4 do 8, a kazdy wierzcholek w W
zna wszystkie numerki od 1 do 3.

Pokaz, ze Ania gdzies$ sie pomylita.

Zadanie 151. Pokaz, ze kazdy graf planarny bez wierzchotkéw o stopniu mniejszym niz 3
ma dwa sasiadujace wierzchotki o sumie stopni co najwyzej 13. (to jest trudne, i pewnie
tego nie zrobimy, ale daje jak kto$ chce pomysleé).

Zadanie 152. Podaj przykltad grafu planarnego takiego, ze ograniczenie z poprzedniego
zadania jest na styk.
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kolorowania

Zadanie 153. Udowodnij, ze minimalny kontprzyktad na twierdzenie o czterech barwach
nie moze zawiera¢ cyklu rozspajajacego dtugosci trzy.

Zadanie 154. Udowodnij, ze minimalny kontrprzyktad na twierdzenie o czterech barwach
nie moze zawiera¢ cyklu rozspajajacego dtugosci cztery.

Zadanie 155. Rozstrzygnij, czy nastepujace konfiguracje sg redukowalne:
e Wierzcholek stopnia 4
e Wierzcholek stopnia 5
e Tréjkat ztozony z dwoch wierzchotkow stopnia 5 i jednego stopnia 4.

Zadanie 156. Niech T bedzie minimalna triangulacja nie zawierajaca zadnej z redu-
kowalnych konfiguracji, zas v niech bedzie wierzchotkiem stopnia 5 w tej triangulacji.
Udowodnij, ze po roztadowaniu wedle procedury z wyktadu tadunek w v jest niedodatni.

Zadanie 157. Udowodnij to samo, co powyzej, dla v stopnia 6.

Zadanie 158. Niech graf planarny G ma cykl Hamiltona. Udowodnij, ze jego $ciany sa
3—kolorowalne (czyli, ze graf dualny jest 3—kolorowalny).

Zadanie 159. Niech T bedzie triangulacja bez wierzchotkéw stopnia mniejszego od 3.
Udowodnij, ze w T jest para sasiadujacych wierzchotkéw o sumie stopni mniejszej niz
14.

Zadanie 160. Niech G bedzie dowolnym grafem planarnym. Udowodnij teze jak wyzej.
(uwaga — ciagle wierze, ze prawdziwa jest teza z 13tka, ale jej nie docisnatem)

Zadanie 161. Niech graf T' bedzie triangulacja. Udowodnij, ze jego $ciany sa 2—kolorowalne
wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wierzchotek ma stopien parzysty.

Zadanie 162. Udowodnij, ze triangulacja jest 3—kolorowalna wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy wierzchotek ma stopien parzysty.

Zadanie 163. Rozwazmy rodzine prostych na plaszczyznie, z ktorych zadne trzy nie sa
wspolpekowe. Rozwazmy naturalny graf zadany przez te proste (wierzcholki to punkty
przeciecia, krawedzie lacza pary sasiednich wierzchotkéw na jednej prostej). Udowodnij,
ze tak zadany graf planarny jest 3—kolorowalny.

28



