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1 Optymalna kontrola - ogrzewanie pokoju

Projekt zawiera kilka wersji.

Zalozmy ze w kwadratowym pokoju grzejemy /chtodzimy tylko w okreslonym kawatku brzegu
I’y pozostaly kawatek brzegu jest izolowany (ewnetualnie poza oknem/nami) a chcemy zeby
temperatura w okreslonej czesci byta mozliwie bliska zadanej wartosci - dodatkowo wewnatrz
moga byc dodatkowe zrédta ciepta np. lodéwka czy wewnetrzne.

Mozemu rozwazy¢ model stacjonarny tzn temperatura u(x) spelia réwnanie eliptyczne lub
zalezny od czasu u(t, x) zalezy réniez od czasu - wtedy musimy mie¢ warunek poczatkowy tzn
zna¢ warto$é¢ temperatury w zadanym momencie czasu ¢y - wtedy warunek brzegowy moze zalezec¢
od czasu jak rowniez funkcja do ktérej chcemy dopasowaé temperature.

1.1 Przypadek stacjonarny

Zatozmy ze obszar to Q = (0,a;1) x (0, ag) czesé brzegu na ktorej grzejemy I'y = {(0,5) : 0 < s <
as} U{(s,0): 0 < s <aj}izeu spelia (jest kontrolowana) przez réwnanie:

—Lu—S(u)=->_ %ak(t, x)a%u(x) — S(u) = f(z) z € (1)
AT u(s) +uls) = gls)  w el )
%u(s) =0 xe€ly=00\T1 (izolacja) (3)

ar(t,x) dla prostoty wezmy stale rowne tej samej stalej a > 0, A dodatnia stala, S(u) moze
by¢ modelowane roznie - projekt powinien dopuszczaé¢ dowolng funkcje - u temperatura zalezy
wartoséi funkcji 0 < g < gmae ktorej szukamy a dokltadniej szukamy takiego gg ze

F(go) = min F(g /|u r)|*dx
g

dla h danej funkcji okreslonej na D = [by,a;] X [ba,as], tu 0 < by < ax. g w praktycznych
numerycznych obliczeniach musi by¢ ze zbioru w przestrzeni skoniczenie wymiarowej np dodatnich
wielomianéw kwadratowych na kazdej krawedzi etc, czesto posta¢ zwiazana jest z odpowiednia
dyskretyzacja np w przypadku réznic dzielonych bierzemy g jako funkcje dyskretng okreslong w
odpowiednich punktach brzegowych siatki.



Podsumowujac szukamy g¢o - dane sa f(z), h(x),S(u) - aby obliczy¢ F(g) nalezy wyznaczy¢
u = u(g) - tworzymy funkcje F' ktora dla g z danego zbioru (w praktyce jakiego§ wektora
np wartosci dyskretego ¢ w w odpowiednich pktach siatki etc) wylicza F(g) skalar po drodze
wyliczajac dyskretne przyblizenie u - calke tez zastepujemy jakas kwadratura po D (np. trapezow
(zn6w mamy odpowiednia funkcje octave’a) potem minimalizujemy F'(g) uzywajac odpowiedniej
funkcji octave’a.

Do wyboru sa nastepujace dyskretyzacje:

e metoda roznic skonczonych (tu mozna rozpatrywaé rézne wersje aproksymacji watunku
brzegowego Robina/Neumanna) - przyjmuja¢ najprosza 2 punktowa aproksymacje pochod-
nej normalnej otrzymujemy najprostsza wersje projektu.

e klasyczna ciggta metoda elementu skoriczonego liniowego

e niezgodna metoda liniowego elementu skoriczonego typu Crouzeix-Raviart (wbrew pozorom
sama implementacja nie jest trudniejsza niz poprzedniej metody)

e klasyczna ciagta metoda elementu skonczonego kwadratowego
e metoda kolokacji spektralnej (dla bardzo ambitnych)

e metoda skoriczonych objetosci (dla ambitnych)

1.1.1 Testy

Prosze przetestowa¢ dla a1 = 2,a9 =4, by = 1,0y =2, ax = 1, S(u) = 0 lub S(u) = —atan(u) /7,
A=1, h =20, f(x) =2 lub sin(zy).

Oczywiscie w czasie testow moge poprosi¢ o inne wartosci parametrow.

Wystarczy jak Panstwo przetestuja przypadek S liniowego tzn S(u) = 0 lub ogélniej S(u) =
c* u dla c stalej.

1.2 Przypadek niestacjonarny

Zalozy ze obszar to Q = (0,a1) x (0, as) czesé brzegu na ktorej grzejemy I'y = {(0,5) : 0 < s <
as} U{(s,0):0<s<a}1ize u(t,z) spelnia (jest kontrolowana) przez réwnanie:
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on

Wspotezynniki ay, parametr A state, funkcja S(u) dowolna tzn. jak w przypadku stacjonarnym.
u temperatura zalezy od funkcji kontroli (¢, x) speliajacej 0 < g < g ktorej szukamy a
doktadniej szukamy takiego g(t,x) ze

T’V?’La(l:
min / / u(t, z) — h(t, ) Pdz dt
9 Jo D



dla h danej funkcji okreslonej na (0, Tyna.) X D dla D = [by, a1] X [ba,az], tu 0 < by < ag. My
zeby uprosci¢ zadanie bedziemy szukaé g(t, s) jako funkcje zalezna od funkcji go(t) przyjmujac

o(t) s €[0,0.25 * a,]

g(t, (s,0)) = { io(t)(l — 0.5%) s € [0.25 % ay, a;] (M)
o(t) s € 10,0.25 * ay)

g(t,(0,5)) = { zo(t)(l — 0.5%) s € [0.25 * ag, as) (8)

i dalej szuka¢ minimum po funkcjach gq (z odpowiedniego zbioru...w praktyce zaleznej od metody
dyskretyzacji jaka wybierzemy)

Dyskretyzacje konstruujemy w ten sposob ze wprowadzamy dyskretyzacje po przestrzeni (czyli
po zmiennej x) tymi samymi metodami co w przypadku stacjonarnym, otrzymujemy uktad row-
nan zwyczajnych ktory

e rozwiazemy w odpowiednim solverem octave’a np lsode() - wersja domyslna

e sami zaimplementujemy odpowiedni solver dla RRzw np. zamkniety Euler czy Crank-
Nicholson - dla chetnych.

Podsumowujac nalezy wybraé¢ sposob dyskretyzacji po przestrzeni a potem po czasie zeby
otrzymac¢ uktad dyskretny.

W przypadku rozwigzywaniu otrzymanego po odpowiedniej dyskretyzacji po przestrzeni uktadu
RRzw za pomoca Isode() mozna przyjac, ze go jest splajnem liniowym na réwnomiernym po-
dziale odcinka [0, Ty ax] (okreslonym przez wartosci w weztach i ktore de facto wtedy obliczamy
dla przyblizenia go).

1.3 Wariacje

Najprostsze wariacje to zmieni¢ obszar w ktérym chcemy by temperatura byta mozliwie blisko
ustalonej, czy zmieni¢ warunki brzegowe np zalozyé¢ ze w czesci brzegu izolowanego do tej pory
mamy okno przez ktore wptywa lub wyplywa strumienn energii proporcjonalny do temperatury
wewnatrz i zaleznie od temperatury na zewnatrz, w przypadku stacjonarnym staltej, w niesta-
cjonarnym zaleznej np od pory dnia (chtodne noce gorace dni etc). Mozemy zmieni¢ model
ogrzewania pokoju np. zaktadajac ze kontrolujemy nie ile energii wptywa przez I'; ale ze usta-
lamy temperature na I'y (np. majac grzejnik) etc czy i to i to, na kawatku I'; kontrolujemy
wplyw energii a na kawatku temperature.

Mozna rozszerzy¢ model na przypadek trojwymiarowy etc Czy zalozyé ze dodatkowo wspot-
czynniki dyfuzji zmieniaja sie w zaleznosci od temperatury tzn a = a(u).

2 Inne projekty
Mozna zaproponowaé swoj projekt ale rowniez mam kilka projektow polegajacych na rozwiazaniu

uktadu RR modelujacych pozar lasu, model raka, malarii etc Szczegdly udostepnie na prosbe osoéb
zainteresowanych.
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