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Streszczenie

Projekty z NRR - dla chetnych. W ramach zaliczenia projektéow nalezy znaé podstawowe
wlasnosci metod zaimplementowanych w danym projekcie.

1 MES niezgodny typu Crouzeix-Raviart w 2 wymiarach
Rozpatrzmy modelowe zadanie:

—aluF VU 4 eut = f w Q= (0,1)°
u = g na 0S)

gdzie a > 0, ol = (b1, ), c > 0 stale.

Zaprogramowac¢w octave (lub np. C/C++ ale to zajmie wiecej czasu) metode elementu
skoniczonego typu Crouzeix-Raviart na standardowej rownomiernej triangulacji kwadratu - tzn
wprowadzamy kwadraty o wierzchotkach: (k * h,lx h) dla h = 1/N i dzielimy je przekatna.

Tzn stworzy¢ w odpowiedniej bazie nodalnej uktad réwnan liniowych na wartosci przybli-
zonego rozwiazania i rozwiazaé go korzystajac z odpowiedniego solvera octave’a. Nastepnie
przetestowac - dla réznych wartosci statych a, by, bo, c.

W szczegolnoscei eksperymentalnie dla znanych gladkich i niegtadkich rozwiazan zbadaé rzad
zbieznosci w normie maksimum, typu L? i H!, poréwnujemy rozwigzanie MESu z rozszerzeniem
rozwiazania dokladnego ktore znamy. Za rozszerzenie bierzemy ISFu* - funkcje z przestrzeni
MESu typu CR przyjmujaca wartosci u* w $rodkach krawedzi trojkatow (czyli w punktach no-
dalnych metody CR).

W ramach projektu nalezy sie z metoda zapoznaé, zaimplementowaé kod i przeprowadzi¢ te-
sty. W ramach zaliczenia nalezy zna¢ podstawowe wtasnosci metody np. jaki jest rzad zbieznosci
w normie H'! tzw tamanej (broken) czy L.

2 Element biliniowy w 2 wymiarach
Rozpatrzmy modelowe zadanie
—Au* +b*x Oy ut +cut = f w Q= (0,1)?
u = g na 0S)

gdzie b, c > 0 state.



Zaprogramowa¢w octave (lub np. C/C++ ale to zajmie wiecej czasu) metode elementu
skoriczonego typu biliniowego na standardowej réwnomiernej triangulacji prostokatu na mate
podprostokaty

Tzn stworzy¢ w odpowiedniej bazie nodalnej uktad réwnan liniowych na wartosci przybli-
zonego rozwiazania i rozwiazaé go korzystajac z odpowiedniego solvera octave’a. Nastepnie
przetestowac - dla réznych wartosci statych b, c.

W szczegolnosci eksperymentalnie dla znanych gladkich i niegtadkich rozwiazan zbadaé rzad
zbieznosci w normie maksimum, typu L? i H!, poréwnujemy rozwigzanie MESu z rozszerzeniem
rozwiazania doktadnego ktore znamy. Za rozszerzenie bierzemy I,u* - funkcje z przestrzeni MESu
biliniowego przyjmujaca wartosci u* w wierzchotkach prostokatéow, czyli w punktach nodalnych
metody biliniowej MESu.

W ramach projektu nalezy si¢ z metoda zapoznaé, zaimplementowaé kod i przeprowadzi¢ te-
sty. W ramach zaliczenia nalezy zna¢ podstawowe wtasnosci metody np. jaki jest rzad zbieznosci
w normie H! czy L?.

3 Element kwadratowy w 2 wymiarach
Metoda kwadratowa elementu skonczonego dla modelowego réwnania:

—Au* +b*xOpu" +cut = f w Q= (0,1)°
u = g na 0S)

gdzie b, c > 0 state.

Zaprogramowa¢ w octave (lub np. C/C++ ale to zajmie wiecej czasu) metode elementu skon-
czonego kwadratowa na standardowej rownomiernej triangulacji kwadratu - tzn wprowadzamy
kwadraty o wierzchotkach: (kx h,l* h) dla h = 1/N i dzielimy je przekatna.

Tzn stworzy¢ w odpowiedniej bazie nodalnej uktad réwnan liniowych na wartosci przyblizo-
nego rozwiazania i rozwiaza¢ go korzystajac z odpowiedniego solvera octave’a.

Nastepnie przetestowaé - dla réoznych wartosci statych b, c.

W szczegolnoscei eksperymentalnie dla znanych gladkich i niegtadkich rozwiazan zbadaé rzad
zbieznoéci w normie maksimum, typu L? i H', poréwnujemy rozwigzanie MESu z rozszerzeniem
rozwigzania dokladnego ktoére znamy. Za rozszerzenie bierzemy [,u* - funkcje z kwadratowej
przestrzeni MESu przyjmujaca wartosci u* w wierzchotkach i srodkach krawedzi trojkatow, czyli
w punktach nodalnych metody kwadratowej MESu, por.
http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=nrr&part=Ch12#51.SS3.

W ramach projektu nalezy sie z metoda zapoznaé, zaimplementowaé kod i przeprowadzi¢ te-
sty. W ramach zaliczenia nalezy zna¢ podstawowe wtasnosci metody np. jaki jest rzad zbieznosci
w normie H! czy L%

Do obliczania prawej strony, tzn. fQ fo.dx dla ¢, funkcji bazowej nodalnej dla wezla x
zastosowaé kwadrature na trojkacie 70 Qv = [ I1(v)de ~ [ vdz, gdzie I.1(v) jest funkcjg
linjowg taka, ze I.1(v)(z) = v(z) dla & wierzcholek trojkata 7. Wtedy przyblizenie [, f¢, dx
(tu v = f¢,) jest suma przyblizen calek po trojkatach w nosniki ¢, czyli po trojkatach z x jako
wierzchotkiem.


http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=nrr&part=Ch12#S1.SS4
http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=nrr&part=Ch12#S1.SS3 

4 Metoda réznic skonczonych - warunek Neumanna - sche-
mat podwyzszonego rzedu w 2 wymiarach

Zaimplementowa¢ w octavie (czy co pewnie bardziej pracochtonne w innym jezyku ) metode
roznic skonczonych rzedu dwa dla modelowego réwnania:

—Aut+cut = f w Q= (0,1)°
ou*
on

ut = g9 na 02\ I'y

= 0 na I'y

gdzie ¢ > 0 stata, I'y otwarta prawa krawedz brzegu kwadratu.

Siatke rozpatrzmy réwnomierng tzn €, = (k * h,l * h) dla h = 1/N Laplacian zdyskrety-
zujmy przez standardowsa réznice na pieciu punktach a pochodna normalng podwyzszajac rzad -
przyjmujemy, ze rOwnanie spetnione jest tez na I'y i korzystajac z tego podwyzszamy rzad bo w
punkcie brzegowym siatki x € I'y:

E)u*( )_8u*
871 v —81'1

d*u*

(LL’) = él,hu*(x) + 0.5 8]}%

(z)h + O(h?)

teraz korzystajac z zatozenia, ze rOwnanie wyjsciowe spetnione w z € I'y widzimy

aa—::;(x) = —aa—xu%*(x) +exut(x) — f(x) = —0095u* (1) + cx u*(x) — f(z) + O(h?)

7 tych dwoch réwnan konstruujemy schemat rzedu dwa.

Zadaniem jest dopracowanie szczegdtow, potem implementacja i przetestowanie. Tzn. stwo-
rzy¢ ukltad réwnan liniowych na wartosci przyblizonego rozwiazania punktach siatki i rozwigzac
go korzystajac z odpowiedniego solvera octave’a. Nastepnie przetestowaé - dla réznych wartosci
statej ¢ 1 roznych wartosci f i g.

W szczegolnoscei eksperymentalnie dla znanych gladkich i niegtadkich rozwiazan zbadaé¢ rzad
zbieznoéci w dyskretnej normie maksimum i normie typu L?. Poréwnaé rozwigzanie schematu z
rozszerzeniem rozwiazania doktadnego ktore znamy. Za rozszerzenie bierzemy funkcje siatkowa
przyjmujaca wartosci ©v* w punktach siatki

W ramach projektu nalezy sie¢ z metoda zapoznaé, zaimplementowaé¢ kod i przeprowadzi¢
testy w szczegolnosci dla znanych gtadkich rozwiazan przetestowaé rzad zbieznosci w dyskretnych
normach L? i dyskretnej normie maksimum.

W ramach zaliczenia nalezy tez zna¢ podstawowe wtasnosci metody np. jaki jest rzad zbiez-
noéci w normie dyskretnej maksimum czy L3.

5 Metoda réznic skoniczonych w 2 wymiarach - obszar nie-
prostokatny tzn. kula - warunek Dirichleta - aproksyma-
cja Collatza

Zaimplementowa¢ w octavie (czy co pewnie bardziej pracochtonne w innym jezyku ) metode
roznic skoniczonych rzedu dwa dla modelowego rownania:

—Aut+cut = f w Q= K(0,1)
ut =g na oS



gdzie ¢ > 0 stala.

Siatke rozpatrzmy réownomierna na [—1, 1]2 przecieta z Q tzn. Q) = (—1+kxh, —1+1xh)NQ dla
h = 2/N. Laplacian zdyskretyzujmy przez standardowa roznice na pieciu punktach. Na brzegu
siatkowym zastosujemy aproksymacje Collatza warunku brzegowego : dla punktu brzegowego xy;
niech z;_;; bedzie punktem wewnetrznym siatki a xj; + (h,0) bedzie poza € czyli poza siatka
wtedy istnieje punkt p = zx; + (ah,0) € 02 dla 0 < o < 1 - niech I(t) wielomian interpolacyjny
liniowy taki, ze [(0) = ug_14,[(h) = ux,; a wtedy wartos¢ operatora siatkowego dla xy; jest rowna
[(1+a)h) =u(p) = g(p) (prawa strong znamy). Podobnie postepujemy dla wszystkich punktow
brzegowych siatki otrzymujac schemat rzedu dwa (co nalezatoby uzasadnic).

Zadaniem jest dopracowanie szczegdétow, potem implementacja i przetestowanie. Tzn. stwo-
rzy¢ uktad réwnan liniowych na wartosci przyblizonego rozwiazania punktach siatki i rozwigzac
go korzystajac z odpowiedniego solvera octave’a. Nastepnie przetestowaé - dla réznych wartosci
statej ¢ i roznych wartosci f i g.

W szczegolnoscei eksperymentalnie dla znanych gladkich i niegtadkich rozwiazan zbadaé¢ rzad
zbieznoéci w dyskretnej normie maksimum i normie typu L?. Poréwnaé rozwigzanie schematu z
rozszerzeniem rozwiazania doktadnego ktore znamy. Za rozszerzenie bierzemy funkcje siatkowa
przyjmujaca wartosci ©v* w punktach siatki

W ramach projektu nalezy sie z metoda zapoznaé, zaimplementowaé¢ kod i przeprowadzi¢
testy w szczegolnosci dla znanych gtadkich rozwiazan przetestowaé rzad zbieznosci w dyskretnych
normach L? i dyskretnej normie maksimum.

W ramach zaliczenia nalezy tez zna¢ podstawowe wtasnosci metody np. jaki jest rzad zbiez-
nosci w normie dyskretnej maksimum czy L.

6 Metoda elementu skorniczonego - mieszany warunek brze-
gowy w 2 wymiarach

Zaimplementowa¢ i potem przetestowaé¢ liniowa metode elementu skoriczonego z mieszanymi
warunkami brzegowymi dla modelowego rownania drugiego rzedu na kwadracie a doktadniej na
lewej i dolnej krawedzi postawmy warunki Dirichleta na pozostalych Neumanna. Doktadny opis
ponizej.
Niech Q = (0,1)? kwadrat jednostkowy - brzeg kwadratu dzielimy na cztery roztaczne krawe-
dzie: 002 = U, 1o 1m. (przyjmijmy, ze I'go lewa krawedz, I' o prawa, I'g; dolna, I'; ; gorna).
Rozpatrzmgf modelowe zadanie rézniczkowe z mieszanymi warunkami brzegowymi:

—Au"+cut = f w )

lk,lu = Gkl na Fk,l

gdzie ¢ dodatnia stata a

ba(s) = { Qé—is()s) b1
Tutaj g—z pochodna normalna do danej krawedzi. W wierzchotkach stawiamy warunek Dirichleta
czyli zaktadamy, ze znamy wartosci rozwiazania w wierzchotkach.

Zaprogramowaéw octave (lub np. C/C++ ale to zajmie wiecej czasu) metode elementu
skoniczonego liniowa na standardowej réwnomiernej triangulacji kwadratu - tzn. wprowadzamy
kwadraty o wierzchotkach: (kx h,lx h) dla h = 1/N i dzielimy je przekatna.

Tzn. stworzy¢ w odpowiedniej bazie nodalnej uktad rownan liniowych na wartosci przyblizo-
nego rozwiazania i rozwiaza¢ go korzystajac z odpowiedniego solvera octave’a.

4



Nastepnie przetestowac - dla réznych wartosci statej ¢ i roznych wartosci f 1 gi,.

W szczegolnosci eksperymentalnie dla znanych gtadkich i niegtadkich rozwigzan zbadaé rzad
zbieznoéci w normie maksimum, typu L? i H' poréwnaé¢ rozwigzanie MESu z rozszerzeniem roz-
wiazania doktadnego ktore znamy. Za rozszerzenie bierzemy [,u* - funkcje liniowa z przestrzeni
MESu przyjmujaca wartosci u* w wierzchotkach trojkatow (czyli w punktach nodalnych metody
liniowej MESu). Za przyblizenie normy maksimum wezmy maksimum z modutu danej funkcji w
punktach nodalnych.

W ramach projektu nalezy sie z metoda zapoznaé, zaimplementowaé¢ kod i przeprowadzi¢
testy w szczegodlnosci dla znanych gladkich rozwigzan przetestowaé rzad zbieznosci w normach
H', L?, dyskretnej normie maksimum.

W ramach zaliczenia nalezy tez zna¢ podstawowe wlasnosci metody np. jaki jest rzad zbiez-
nosci w normie H' czy L2

7 Element kubiczny w 2 wymiarach
Metoda kubiczna elementu skonczonego dla modelowego réwnania:

AU+ bx Oy ut +cut = f w Q= (0,1)
u = g na 0S)

gdzie b, c > 0 stale.

Zaprogramowa¢ w octave (lub np. C/C++ ale to zajmie wiecej czasu) metode elementu
skoriczonego kubiczng na standardowej rownomiernej triangulacji kwadratu - tzn wprowadzamy
kwadraty o wierzchotkach: (k* h,lxh) dla h = 1/N i dzielimy je przekatna.

Tzn stworzy¢ w odpowiedniej bazie nodalnej uktad réwnan liniowych na wartosci przyblizo-
nego rozwiazania i rozwigza¢ go korzystajac z odpowiedniego solvera octave’a.

Nastepnie przetestowaé - dla réznych wartosci statych b, c.

W szczegolnosci eksperymentalnie dla znanych gtadkich i niegtadkich rozwigzan zbadaé rzad
zbieznoéci w normie maksimum, typu L? i H', poréwnujemy rozwigzanie MESu z rozszerze-
niem rozwigzania doktadnego ktore znamy. Za rozszerzenie bierzemy [,u* - funkcje z kubicznej
przestrzeni MESu przyjmujaca wartosci u* w wierzchotkach, érodku ciezkosci,dwu punktach we-
wnetrznych krawedzi (w odleglosci 1/3 1 2/3 dtugosci krawedzi od ustalonego korica tej krawedzi)
trojkatow , czyli w punktach nodalnych metody kubicznej MESu, por.
http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=nrr&part=Ch12#351.SS3.

W ramach projektu nalezy sie z metoda zapoznaé, zaimplementowaé¢ kod i przeprowadzi¢
testy.

W ramach zaliczenia nalezy znaé¢ podstawowe wtasnosci metody np. jaki jest rzad zbieznosci
w normie H! czy L%

Do obliczania prawej strony, tzn. fQ fo.dx dla ¢, funkcji bazowej nodalnej dla wezla x
zastosowa¢ albo jakas procedure korzystajaca z funkcji quad() w octavie lub kwadrature na
trojkacie 7 Qv = [ Lo(v)dr =~ [ vdx gdzie I;5(v) jest funkcja kwadratows na trojkacie 7
taka, ze I o(v)(z) = v(x) dla = wierzchotek lub Srodek krawedzi trojkata 7. Wtedy przyblizenie
Jo féedx (tuv = f¢,) jest sumg przyblizen catek po trojkatach w nosniki ¢, czyli po trojkatach
z x jako wierzchotkiem.


http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=nrr&part=Ch12#S1.SS3 

8 Element kubiczny w 1 wymiarze - r6zne warunki brzegowe

Zaimplementowac ciagta metode kubiczna MESu na siatce nieréwnomiernej z warunkami brze-
gowymi typu Robin lub Dirichleta lub mieszanymi dla réwnania

—u"+cu=f x€(a,b)

Napisa¢ funkcje octave’a rozwiazujaca to zadanie, tzn parametrami niech beda:

e Input:

1.
2.
3.

F' - wskaznik do funkcji obliczajacej f
c- wartos¢ parametru ¢ > 0

bea - jak to skalar to przyjmujemy warunek brzegowy Dirichleta w a tzn. u(a) = bea,
jak wektor dwuelementowy to bea(1) wartosé wspotezynnika warunku Robin a bea(2)
prawa strona w warunku Robin tzn. —u/(a) 4 bea(1)u(a) = bea(2)

beb - analogicznie ale dla b - dla warunku Robin: «/(b) + beb(1)u(b) = beb(2)

. a, b - korice odcinka

x - wektor z weztami [z, 1, ..., z,] stad powinno by¢ a = x¢,b = x, - jesli = nie
podane to domyslna wartos¢ to 101 weztow rownomiernych na [a, 0]

QUAD - opcja jako oblicza¢ prawa strone - 0 - liczymy kwadratura Simpsona na
kazdym podocinku, 1 funkcja octave’a quad()

e Output

1.

SANE

y - siatka z punktami nodalnymi MESu kubicznego tzn mamy punkty xq, 2o+ (1/3)hg, 2o+
2h0/3, L1y eeery Ty T, + hk/B,ZEk + (2/3)hk, Lhtly -y Ly dla hk = Tky1 — Tk

u - wartosci rozwiazania w punktach nodalnych MESu kubicznego tzn uy, = u(yy)
h - wektor z dtugos$ciami pododcinkéw hy = xp1q1 — xg
A macierz sztywnosci (odpowiadajaca dyskretyzacji f; uw'v" w bazie nodalnej)

M macierz masy (odpowiadajaca dyskretyzacji f: uv w bazie nodalnej)

Macierze M i A mozna potem uzy¢ do liczenia bledow w normach H' i L? tzn. |up|piap) =
VUl Au i [Jup || 20y = Vul M dla @ - wektora z wartosciami uy, w weztach MESu.

Wartosci prawej strony tzn calki f; f(z)¢r dx moze Pan obliczy¢ uzywajac odpowiedniej
funkcji octave’a (quad()) albo uzywaja¢ np zlozonej kwadratury Simpsona (tzn. kwadratury
Simpsona na kazdym podocinku zawarty w nosniku odpowieniej funkcji nodalnej). Uzytkownik
funkcji bedzie mogt wybrac.

Testy:

e Najprostszy test - prosze wzia¢ znana gladka funkcje np u = sin(z) i sprawdzi¢ na od-
cinku [—1, 3] czy uzyskamy dobre przyblizenie tej funkcji dobierajac f i wartosci brzegowe
odpowiednio.

e Kolejne prosty test: u wielomian roznych stopni 1, 2, 3, 4itp (oczywiscie nalezy odpowiednio
dobiera¢ warunki brzegowe i f)



e Test rzedu zbieznosci w normie L>°, H' i L? dla siatki réwnomiernej - czy réwnomierne;j
lekko zaburzonej np. xp = a+ (k+epsg)hh = (b—a)/n z epsy, losowa wartoscia z [—1,1]/10
dlak—-1,...,N—1.

e Test rzedu zbieznosci biorac siatke nieréwnomierna np hy, = 0.7h;_1 z ustalonym h; (potem
mozna porownywacé ilorazy bledu dla siatek z o polowe mniejszym hy.)

e Testy bledow dla siatki jak powyzej biorac rozwiazanie silnie oscylujace blisko prawego
korica odcinka np u = sin(2?) na [0, 4] - mozna narysowaé wykres btedu tzn wykres Iu—uy
(Iru interpolator nodalny - w, rozwiazanie dyskretne)

e Test wlasnosci dyfuzyjnych - bierzemy te sama prawa strone np f(x) funkcja charaktery-
styczna odcinka [0, 1] i liczymy rozwiazania z zerowymi warunkami brzegowymi —u" +cu =
cf na[~2,2] dlac= 10" dla k = —4,—3,-2,—1,0,1,2,3, 4.

Przy wszystkich testach rzedu zbieznosci - poréwnaé¢ wyniki kiedy prawa strone liczymy
oboma sposobami.
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