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Streszczenie

Projekty z NRR - dla chetnych. W ramach zaliczenia projektéow nalezy znaé podstawowe
wlasnosci metod zaimplementowanych w danym projekcie.



1 MES niezgodny typu Crouzeix-Raviart
Rozpatrzmy modelowe zadanie:

—aAuF BTV 4 eut = f w Q= (0,1)°
u =g na 0S)

gdzie a > 0,07 = (by, by), ¢ > 0 stale.

Zaprogramowaéw octave (lub np. C/C++ ale to zajmie wiecej czasu) metode elementu
skoniczonego typu Crouzeix-Raviart na standardowej rownomiernej triangulacji kwadratu - tzn
wprowadzamy kwadraty o wierzchotkach: (kx h,l* h) dla h = 1/N i dzielimy je przekatna.

Tzn stworzyé w odpowiedniej bazie nodalnej uktad réwnan liniowych na wartos$ci przybli-
zonego rozwiazania i rozwigza¢ go korzystajac z odpowiedniego solvera octave’a. Nastepnie
przetestowac - dla réznych wartosci statych a, by, bo, c.

W szczegolnoscei eksperymentalnie dla znanych gladkich i niegtadkich rozwiazan zbadaé¢ rzad
zbieznoéci w normie maksimum, typu L? i H', poréwnujemy rozwigzanie MESu z rozszerzeniem
rozwigzania doktadnego ktore znamy. Za rozszerzenie bierzemy [¢Fu* - funkcje z przestrzeni
MESu typu CR przyjmujaca wartosci v* w srodkach krawedzi trojkatow (czyli w punktach no-
dalnych metody CR).

W ramach projektu nalezy sie z metoda zapoznaé, zaimplementowaé kod i przeprowadzié te-
sty. W ramach zaliczenia nalezy zna¢ podstawowe wtasnosci metody np. jaki jest rzad zbieznosci
w normie H' tzw tamanej (broken) czy L?.



2 Element biliniowy

Rozpatrzmy modelowe zadanie

—Au 4+ bx 0y u" +cut = f w Q= (0,1)
u = g na 0S)

gdzie b, c > 0 stale.

Zaprogramowacw octave (lub np. C/C-++ ale to zajmie wiecej czasu) metode elementu
skoniczonego typu biliniowego na standardowej rownomiernej triangulacji prostokatu na mate
podprostokaty

Tzn stworzy¢ w odpowiedniej bazie nodalnej uktad réwnan liniowych na wartosci przybli-
zonego rozwiazania i rozwigza¢ go korzystajac z odpowiedniego solvera octave’a. Nastepnie
przetestowac - dla réznych wartosci statych b, c.

W szczegolnoscei eksperymentalnie dla znanych gladkich i niegtadkich rozwiazan zbadaé¢ rzad
zbieznoéci w normie maksimum, typu L? i H', poréwnujemy rozwigzanie MESu z rozszerzeniem
rozwigzania doktadnego ktore znamy. Za rozszerzenie bierzemy [,u* - funkcje z przestrzeni MESu
biliniowego przyjmujaca wartosci u* w wierzchotkach prostokatow, czyli w punktach nodalnych
metody biliniowej MESu.

W ramach projektu nalezy sie z metoda zapoznaé, zaimplementowaé kod i przeprowadzié¢ te-
sty. W ramach zaliczenia nalezy zna¢ podstawowe wtasnosci metody np. jaki jest rzad zbieznosci
w normie H! czy L%


http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=nrr&part=Ch12#S1.SS4

3 Element kwadratowy
Metoda kwadratowa elementu skonczonego dla modelowego réwnania:

—AuF 4+ bxOp,ut +cut = f w Q= (0,1)?
u = g na OS2

gdzie b, c > 0 state.

Zaprogramowa¢ w octave (lub np. C/C++ ale to zajmie wiecej czasu) metode elementu skon-
czonego kwadratowa na standardowej réwnomiernej triangulacji kwadratu - tzn wprowadzamy
kwadraty o wierzchotkach: (kx h,l* h) dla h = 1/N i dzielimy je przekatna.

Tzn stworzyé w odpowiedniej bazie nodalnej uktad réwnan liniowych na wartosci przyblizo-
nego rozwigzania i rozwiazac¢ go korzystajac z odpowiedniego solvera octave’a.

Nastepnie przetestowaé - dla roznych wartosci statych b, c.

W szczegolnoscei eksperymentalnie dla znanych gladkich i niegtadkich rozwiazan zbadaé¢ rzad
zbieznoéci w normie maksimum, typu L? i H', poréwnujemy rozwigzanie MESu z rozszerzeniem
rozwigzania dokladnego ktore znamy. Za rozszerzenie bierzemy [,u* - funkcje z kwadratowej
przestrzeni MESu przyjmujaca wartosci u* w wierzchotkach i srodkach krawedzi trojkatow, czyli
w punktach nodalnych metody kwadratowej MESu, por.
http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=nrr&part=Ch12#S1.SS3.

W ramach projektu nalezy sie z metoda zapoznaé, zaimplementowaé kod i przeprowadzié¢ te-
sty. W ramach zaliczenia nalezy zna¢ podstawowe wtasnosci metody np. jaki jest rzad zbieznosci
w normie H! czy L%

Do obliczania prawej strony, tzn. fﬂ fo.dx dla ¢, funkcji bazowej nodalnej dla wezlta x
zastosowaé kwadrature na trojkacie 7 Qv = [ I.1(v)de ~ [ vdx, gdzie I, ;(v) jest funkcja
liniows taka, ze I.1(v)(z) = v(z) dla & wierzcholek trojkata 7. Wtedy przyblizenie [, f¢, dx
(tu v = fo,) jest suma przyblizen calek po trojkatach w nosniki ¢, czyli po trojkatach z x jako
wierzchotkiem.


http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=nrr&part=Ch12#S1.SS3 

4 Metoda réznic skonczonych - warunek Neumanna - sche-
mat podwyzszonego rzedu

Zaimplementowa¢ w octavie (czy co pewnie bardziej pracochtonne w innym jezyku ) metode
roznic skonczonych rzedu dwa dla modelowego réwnania:

—Aut+cut = f w Q= (0,1)°
ou*
on

ut = g9 na 09\ Ty

= 0 na I'y

gdzie ¢ > 0 stata, I'; otwarta prawa krawedz brzegu kwadratu.

Siatke rozpatrzmy réwnomierng tzn €, = (k * h,l % h) dla h = 1/N Laplacian zdyskrety-
zujmy przez standardows réznice na pieciu punktach a pochodng normalng podwyzszajac rzad -
przyjmujemy, ze rOwnanie spetnione jest tez na I'y i korzystajac z tego podwyzszamy rzad bo w
punkcie brzegowym siatki x € I'y:

o*u*
2
Oxy

8u*( _ou”
(9n = 81’1

(z) = Oy pu*(x) + 0.5 (z)h + O(h?)

teraz korzystajac z zalozenia, ze rownanie wyjsciowe spetnione w z € 1"y widzimy

aa—::;(x) = —%—g(m) +exu(x) — f(x) = —8527;{&*({[‘) +exu(z) — f(x) + O(h?)

Z tych dwoch réwnan konstruujemy schemat rzedu dwa.

Zadaniem jest dopracowanie szczegbtow, potem implementacja i przetestowanie. Tzn. stwo-
rzy¢ uktad réwnan liniowych na wartosci przyblizonego rozwiazania punktach siatki i rozwiazaé
go korzystajac z odpowiedniego solvera octave’a. Nastepnie przetestowaé - dla réznych wartosci
statej ¢ i roznych wartosci f i g.

W szczegolnosci eksperymentalnie dla znanych gtadkich i niegtadkich rozwigzan zbadaé rzad
zbieznoéci w dyskretnej normie maksimum i normie typu L?. Poréwnaé¢ rozwigzanie schematu z
rozszerzeniem rozwiazania doktadnego ktore znamy. Za rozszerzenie bierzemy funkcje siatkowa
przyjmujaca wartosci u* w punktach siatki

W ramach projektu nalezy sie z metoda zapoznaé, zaimplementowaé¢ kod i przeprowadzié
testy w szczegolnosci dla znanych gtadkich rozwiazan przetestowaé rzad zbieznosci w dyskretnych
normach L? i dyskretnej normie maksimum.

W ramach zaliczenia nalezy tez zna¢ podstawowe wtlasnosci metody np. jaki jest rzad zbiez-
no$ci w normie dyskretnej maksimum czy L?.



