Seria zadan domowych - fl, normy, rozktad LU

Zadanie 1 Chcemy obliczy¢ funkcje f(x) = exp(107z) w arytmetyce pojedynczej pre-
cyzji. Policz (przyblizony i wzgledny) wspolczynnik uwarunkowania zadania
dla x € [—10,10] i okresl czy obliczanie w tej arytmetyce fl wartosci f dla
x = —6 jest dobrze uwarunkowane ze wzgledu na btad wzgledny?

Zadanie 2 Chcemy w fl obliczy¢ f(z) = 2z — /42?2 4+ 7. Rozpatrzmy dwa algorytmy:
w pierwszym liczymy:

o= VIR f =20
a w drugim:

f=V422+ 7, f :=-7.0/(2z + f);

Ktory z nich nalezy zastosowaé¢ do obliczenia w arytmetyce fl pojedynczej

precyzji f(107)? (Poda¢ krétkie uzasadnienie - 1-2 zdania - nie trzeba for-
malnie dowodzi¢ oszacowarl)

Zadanie 3 (trudne) Pokaz, Ze nastepujace algorytmy obliczania: 4a® — b* s3 numerycz-
nie poprawne: Algorytm 1: wl = 4%xa*a; w2 = bxb;w = wl—w2. Algorytm
2: wl=2xa—b;w2=2%xa+b;w=wlx*w2.

Zadanie 4 Rozwazmy nastepujacy algorytm obliczania: 9a? — b*: wl = 9 * a * a; w2 =
bx b;w = wl — w2. napisz wyrazenie na btad bezwgledny tego algorytmu
wykonanego w arytmetyce fl (przy zalozeniu ze nie zajdzie nadmiar czy
niedomiar).

Zadanie 5 Chcemy obliczy¢ wartosé¢ funkcji f(z) = 2® — 322+ 32 — 1 = (z — 1)3 dla
x =1+ 107° Policz wspotczynnik uwarunkowanie tego zadania dla tego x
i okresl czy jest duzy/maly w pojedynczej precyzji.
Do obliczania f(x) zastosowano 2 algorytmy: alg 1: wl = (x — 1) i w =
wlxwlxwl;alg2: w=—1,w=w+3%x, w =w—3%T*r 1w =w+Tr*T*x
Pokaz ze jeden z nich jest numerycznie poprawny. (Co do drugiego nie
wiadomo...)

Zadanie 6 (trudne) Oblicz wspotezynnik uwarunkowania zadania obliczania funkeji ze
wzgledu na zaburzenie x

e = (1 1 50")

w normie maksimum dla (z,y) = (—3,3) .
Wskazowka: mozna potraktowaé f = (f1, f2) jako funkcje jednej zmienne;
x 7z y = 2 jako parametrem i dla 2z’ bliskich x zachodzi

1f (2, y) = f(@ 9)lloo = 1 Do f (2, y)lo0 * 2" — 2]

1



i1 wstawi¢ to do wzoru na uwarunkowanie otrzymujac

If(@y)=f (@ y)lloc
x DZ‘ 9 oo
max el 1D f(2,y)lloo * |2]

le—a'|<ela] Ja—a] T (@ )]s

||

Zadanie 7 (trudne) Pokaz, ze nastepujacy naturalny algorytm obliczania: iloczynu

Zadanie 8

Zadanie 9

Zadanie 10

skalarnego dwoch wektorow z,y € RM tzn. 2Ty = S0 x(k)y(k) jest
numerycznie poprawny tzn. obliczamy

s=x (1)*y (1);

for k=2:M,
s—sx (k) xy (k)
endfor

(trudne) Pokaz, ze nastepujacy naturalny algorytm obliczania iloczynu ma-
cierz kwadratowej A € RMM i wektora z,€ RM tzn. y = Ax : jest nume-
rycznie poprawny:
for j=1:M,

y(j)=0;

for k=1:M,

y(I)=y(i)+AQG  k)*x(k);
endfor
endfor

Wskazowka: w(j) jest iloczynem skalarnym j—tego wiersza A z x.

(trudne) Pokaz, ze nastepujacy naturalny algorytm obliczania: cosinusa
kata dwoch wektorow z,y € RM tzn. cos(z,y) = #&E jest numerycznie
poprawny:

(a) a= \/ 224:1 T}, b= \/ 22/1:1 Yi
(b> c= 224:1 LYk
(¢) w=-c/(axb)
Zaktadamy ze wynikiem funkcji pierwiastek w arytmetyce fl jest fli(y/x) =

z(1 +¢) dla |e| < v i obliczanie iloczynu skalarnego w2 jest standardowe
jak w zadaniu na NP obliczania iloczynu skalarnego.

Mamy ukltad réwnan liniowych Ax = f z wektorem prawej strony f =
(fi,.. ., fa)' i A macierza rzeczywista n X n, majaca elementy niezerowe



Zadanie 11

Zadanie 12

Zadanie 13

tylko w ostatniej kolumnie i na 3 gtéwnych diagonalach tzn:

ay (6] 0 0 d1
b1 a9 Co d2

bn—3 ap—2 Cp—2 dn—Q

b2 An-1 Cn1
0o --- 0 byp1 an
silnie diagonalnie dominujaca wierszowo. Opisz w pseudokodzie algorytm
rozwigzywania tego ukladu bedacy odpowiednia wersja eliminacji Gaussa
(rozktadu LU) bez wybory elementu gtéwnego mozliwie niskim koszcie wzgle-
dem n. Podaj ten koszt (jako Cn? + O(nP~!) dla statej dodatniej C' i p
naturalnego).

Tresé¢ jak w zadaniu [10] ale dla
e ukladu rownan liniowych ATx = f z A z zadania ,

e uktadu rownan nastepujacej postaci:
bpTp—1 + apxy + g1 = fi k=1,...,n,

przyjmujac, ze rg = &, 1 T,y1 = 1, tzn. macierz jest trojdiago-
nalna + 2 elementy niezerowe w 2 pozostaltych rogach. Wspoétczynniki
ag, bk, Ck, fk dane.

Sprawdz czy dla macierzy

istnieje rozklad LU a jesli tak to go wyznacz (przyjmujac ze macierz L ma
jedynki na diagonali). Jesli nie to wyznacz za pomocg algorytmu elimina-
cji Gaussa z czesciowym wyborem elementu glownego (czesciowym osiowa-
niem) macierz permutacji P oraz czynniki rozkladu tak aby ten rozktad
istnial dla PA.

Dla ktorej z macierzy A; istnieje dolnotréjkatny czynnik rozktadu Chole-
skiego Ly, z dodatnimi elementami na diagonali (tzn: Ay = LyL]):

4 -1 2 7

4 -1 4 1 -1 1
Ai=1-1 12 5], A= 353 , As=[-1 2 -1
s 5 10 2 5 10 0 L3

7 3 0 -1

Podaj uzasadnienie nieistnienia czynnika Choleskiego lub policz ten czyn-

nik.



Zadanie 14

Dla ktorej z macierzy Ay istnieja czynniki rozktadu LU tzn dolnotrojkatna
macierz Ly z jedynkami na diagonali i Uy goérnotréjkatna macierz z dodat-
nimi elementami na diagonali takie, ze A, = L,Uy:

4 3 2 7

1 -1 1 0 —1 4
A=[-1 2 -1], Ay = 8 =6 53 , Ay =1-1 12 5
) 2 5 10 0 s 5 10

7 3 0 -1

Zadanie 15

Zadanie 16

Zadanie 17

Zadanie 18

Podaj uzasadnienie nieistnienia czynnikow rozktadu LU lub policz te czyn-
niki.

Znajdz czynniki rozktadu LU macierzy A obliczne za pomoca eliminacji z
czesciowym wyborem elementu gtownego (czesciowe osiowanie) i rozwiaz
uktad Az = b z uzyciem tego rozktadu dla:

1 -1 3 —10
A: 2 2 2 y b: O 5
-1 1 3 8

Dla wektora rzeczywistego x = (x;)™, definiujemy |z| = (|a;])/,. Dla norm
p-tych zachodzi zawsze ||z]|, = |||z|||,- Czy istnieje norma || - || w R? dla
ktorej istnieje wektor x taki, ze ||z|| # |||«|||? Uzasadnij (w przypadku na
tak podaj definicje normy).

Dla macierzy rzeczywistej A = (a;;)i; n X n zdefiniujmy |A| = (|ai;|)i;-

(a) Czy dla normy Frobeniusa, maksimum i pierwszej zachodzi roéwnosé
norm A i |A|? Wsk: Istnieja proste wzory na te normy zalezne od
wspotezynnikoéw macierzy.

(b) (trudne) - cho¢ tak naprawde dos¢ tatwe.... Pokaz np wprost z definicji
normy indukowanej, ze

[All2 < [[ATll2-

(¢) (trudne) Podaj kontrprzyklad, ze odwrotna nier6wnos¢ nie zawsze za-
chodzi. Wsk: Mozna skonstruowaé kontrprzyklad A = AT 2 x 2 ko-
rzystajac ze wzoruw: |[Allz = p(A) - dla A = AT. Tu p(A) modut
najwiekszej co do modutu wartosci wtasnej A.

Dla macierzy A wymiaru 10 x 10 z Zadania [10|dla a, = dj, = —b, = —c¢;, =
1 dla wszystkich odpowiednich £, oblicz indukowang norme maksimum i
norme pierwsza tzn. ||All 1 ||Al|1 I wyznacz takie dwa niezerowe wektory
21 1 29, 2 [|21]|oo][Alloc = [[Az1lloo 1 [Jz2fl1]Alls = [[Azall. Czy wektory
xp sa wyznaczone w obu przypadkach jednoznacznie (z doktadnoscia do
mnozenia przez —1)?



Zadanie 19

Zadanie 20

Zadanie 21

Zadanie 22

Podaj przyktad normy || - || w R? dla ktérej optymalne stale rownowaznosci
z norma drugg to 11 10°° tzn. :

Vo o lzlle < flzf < 1072l

i dla pewnych niezerowych wektorow zachodza réwnosci zamiast nieréwno-
Sci.

Po rozwiazaniu w arytmetyce fl pewnego uktadu réwnan w n-wymiarach
Ax* = b otrzymano Z przyblizenie rozwiazania dla ktérego zachodzi oszaco-
wanie ||z — z*|| < 1071w pewnej normie w R". Czy zawsze prawdziwe jest
wtedy oszacowanie w normie drugiej ||Z — z*||s < 1076 jesli:

(a) n = 3 ale nic nie wiemy o normie || - || (poza tym, ze to norma w R™)
(b) n =100 a jest to norma maximum tzn. ||| = | - .
(c) n =100 a jest to norma pierwsza tzn. |- || = - |1

Znajdz mozliwe duze ¢ > 0 i mozliwie mate C' > 0, by¢ moze zalezne od k,

ze dla normy wektorowej w R¥: ||7]| = \/2§:1j_1|xj|2 zachodzi

vz e RFE  ¢|@|. < |12 < C|Z]I2

Stale ¢, C' nazywamy statymi rownowaznosci miedzy norma druga a norma

-1
Pokaz ze dla z € R"™:

e zachodzi

Ty 2Ty Ty
]|z = sup Tl [zl =sup 7——,  [[[loc =sup =

40 y20 [|Ylloc” v#0 [|ylh

e (trudne) ogolniej, ze

Y

]|, = sup
! y7#0 ||pr

dla dowolnych p, g > 1 takich, ze 1 + 1 =1.



