Seria zadan domowych. Réwnania nieliniowe

Zadania na uklady wychodza poza zakres ¢wiczen/wyktadu z MO w roku akademickim

2017-18.

Zadanie 1

Zadanie 2

Zadanie 3

Zadanie 4

Zadanie 5

Dla réwnania ﬁ —200+0.52 =0

(a) pokaz ze istnieje rozwiazanie x* € [0, 1000]
(b

(c
(d

okresl czy rozwiazanie jest jednoznaczne na [0, 1000]

)
)
) zaproponuj metode iteracji prostych zbiezna dla dowolnego x z [0, 1000].
) oszacuj blad dla 20-tej iteracji tej metody dla xy = 400 tzn oszacuj
|xog — z*|.

Dla réwnania ﬁ — 10 4+ 3 *x x = 0 okresl czy metoda bisekcji startujaca

z odcinka [0, 10] bedzie zbiezna? Jesli tak to okresl n dla ktérych z,, n-ta
iteracja metody bisekeji (Srodek n-tego odcinka) spehia |z, — 2| < 1071

Czy metoda Newtona zastosowana do rownania ﬁ —2004 0.5z = 0 bedzie
zbiezna lokalnie kwadratowo dla rozwiazania tego réwnania na [0, 1000]7

Czy metoda Newtona zastosowana do tego réwnania z yo = 400 bedzie
zbiezna? Jedli tak to oszacuj blad |yy — x*| dla y, k-tej iteracji metody
Newtona z yo = 400.

Wsk: W 2gim pytaniu pomocny moze by¢ wzér na btad rr/}etody Newtona
zachodzacy przy odpowiednich zatozeniach vy, — x* = sz/((f,)n) (Y — %)? 2

¢ pomiedzy z* 1y, .

Pokaz, ze réwnanie
x* — 0.7 *sin(z*) = —23

ma doktadnie jedno rozwigzanie i ze nastepujaca metoda iteracyjna
xp = 0.7 *sin(x,_1) — 23

zbiegnie dla dowolnego xy € R do rozwiazania tego rownania.

Oszacuj mozliwie doktadnie blad |zg — 2*| dla zy = —23.

Dla réwnania
f(x) =5 —exp(z*) =0.
Pokaz, ze
e Istnieje dokladnie jedno rozwiazanie x* tego réwnania.

e udowodnij, ze dla dowolnego zy € R metoda Newtona zbiegnie do z*.



e okrest czy zachodzi lokalna zbiezno$é¢ kwadratowa tzn czy istnieje oto-
czenie x* takie, ze dla xg z tego otoczenia metoda jest zbiezna kwadra-
towo.

e Zaproponuj implementacje jednego kroku metody Newtona o mozliwie
niskim koszcie dla tej metody (w pseudokodzie, C/C++ lub octavie).

Zadanie 6 Do rozwiazania przyblizonego dwoch réwnan:

f(@) = sinfz+2),
gla) = (z+2),

ktorych rozwigzaniem jest z* = —2 zastosowano metode Newtona.

Czy w obu przypadkach metoda bedzie zbiezna lokalnie (dla zq przybli-
zenia startowego dostatecznie bliskiego z*). Jesli tak to okresl wykltadnik
zbiezno$ci w obu przypadkach.

Zadanie 7 Do rozwiagzania zadania
f@") =0
z f(x) = exp(z)—a dla ustalonego a € (1, 4) zastosowano metode iteracyjna,

ktora w 9-tej iteracji zwrocila xg > 0 takie ze mamy |f(xg)| = le — 7. Czy
na tej podstawie mozemy stwierdzi¢, ze |9 — 2*| < le — 67 Uzasadnic.
WSK: Mozna skorzysta¢ z twierdzenia o wartosci sredniej i tego ze f(z*) =
0.

Zadanie 8 Dla ukladu réwnan

fla,y) = a*+y* -1
g(z,y) = =—-2
policz pierwsza iteracje metody Newtona z (zg,v0) = (1,1). Czy metoda

Newtona jest w przypadku tego uktadu zbiezna lokalnie kwadratowo (dla
rozwiazania o obu skltadowych dodatnich)?

Zadanie 9 Rozpatrzmy rownanie f(z*) = 0 dla f gladkiej tzn. w C*°(R), $cisle wy-
puklej, i takiej ze f'(z*) = 0. Zakladamy Zze mozemy policzy¢ wartosé i
pochodna funkeji w dowolnym punkcie. Okresl ktora z metod iteracyjnych
jest sens uzy¢ do rozwigzania tego rOwnania:

e metode Newtona
e metode bisekcji

e metode siecznych

Zadanie 10 Do rozwigzania réwnan



Zadanie 11

Zadanie 12

(a) f=(z—2.1)* (sin(3z) + 52?)
(b) g=x* (x —2.1)?
(c) h=sin(x —2.1)
zastosowano metode Newtona otrzymujac dla xq = 3 ciagi zbiezne do z* =

2.1 z nastepujacymi bltedami umieszczonymi w tabelce (pierwsza kolumna
to numer iteracji) ktorej fragment jest ponizej zamieszczony:

2| 0.509 0.36 0.305
3| 0.277 0.0164 0.057
41 0.146 | 1.48e — 06 0.00208
5 10.0753 01]3.25e — 06
6 | 0.0383 0]7.94e — 12
710.0193 0 0

Okresl ktora kolumna odpowiada ktorej funkeji.

Wsk: Warto okresli¢ rzad lokalnej zbieznosci kazdej funkeji do 2.1 na bazie
wiedzy z wykladu/éwiczen (liniowa, kwadratowa lub kubiczna) i poréwnac
z szybkoscia zbieznosci, ktora wynika z kolumn tabelki.

Do rozwiazania uktadu:

flz,y) = z—01x*sin(l+z+3xy)=0
1
x, = 0xy— ——==0

g( y) Y (x +y+ 10)
zaproponuj metode iteracji prostych zbiezng dla dowolnego xg > 01 yo > 0.
Czy rozwigzanie dla x,y > 0 jest jednoznaczne?
Oszacuj blad [|(z3,y3)" — (2%, y*)"[|loo = max(|z3 — 2], lys — y*|) dla iteracji
7Z Xo = Yo = 1.
Wsk: to zadanie mozna rozwigza¢ znajac wzor na norme macierzy
|A]| o = SUP,0 |Az]| 0 /||Z||cc = max; Zj la;;]. Mozecie Painistwo przyjaé,
Ze znamy powyzszy wzor na te norme.

Do rozwiazania ukltadu:

_ in(1 _
o (1) 0)- (M) -

L y Ty +10)
zaproponuj metode iteracji prostych zbiezng dla dowolnego zy > 01 yg > 0.
Czy rozwigzanie dla x,y > 0 jest jednoznaczne?
Oszacuj blad [(z5, y5)" — (2, ") oo = max(|zs — 2°|, |ys — y*]) dla iteracii
zZ xog =1y = 1.
Wsk: Réwnanie mozna przedstawi¢ w postaci & = B * [f(Z), g(Z)]7] dla

pewne] macierzy B wymiaru 2 X 2. Mozecie Panstwo przyja¢ ze znamy
wzOr na norme macierzowa, supremum.
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Zadanie 13

Zadanie 14

Do rozwiazania uktadu:

flz,y) = 22 +y*—5=0
g(z,y) = (y+2)(=*-1)=0

zastosowano metode Newtona z (xg,yo) = (1,1).

(a) Wykonaj 1 iteracje metody.

(b) Dla odpowiednich przyblizen poczatkowych mozna otrzymacé ciagi zbiezne
do rozwiazan (1,—2),(1,2), (-1, —2). Okresl o ile to mozliwe wyktad-
niki zbieznosci metody Newtona do tych rozwigzan (powotujac sie na
wyktad).

Udowodnij, ze metoda przyblizonego wyznaczania /a, dla a > 0. zadana
wzorem:
T (22 + 3% a)

Tnt1 =
3x2 4+ a

zwraca ciag zbiezny do y/a. Podaj mozliwie szerokie ograniczenia na wybor
punktu startowego xy > 0 dla ktérego zachodzi zbieznos¢. Udowodnij, ze
wyktadnik zbieznosci jest rowny trzy.



