Aproksymacja jednostajna i w normie Hilberowskiej.
Kwadratury

Wielomian stopnia < p najlepszej aproksymacji jednostajnej dla funkcji f na [a,b] to
element najlepszej aproksymacji w normie ||g||sc a5 = MaXseiay |g(t)] dla f w P, prze-
strzeni wielomian6w stopnia < p. Wielomian stopnia < p najlepszej aproksymacji dla
funkcji f na [a,b] w normie || - || to element najlepszej aproksymacji w tej normie dla f
w P,. Wielomian liniowy, kwadratowy, kubiczny oznacza element P, dla odpowiednio

k=1,23.
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Rozpatrzmy ¢(x) = sin(x) i zadania znalezienia wielomianéw najlepszej
aproksymacji dla g: wy € Vi = P, iwy € Vo = P,_1 dla n > 0 w normie:

1fll = \//_7r (2 4 cos(x))| f(x)|? dx.

(a) Znajdz wy,wy dlan = 1.

(b) Dla jakich n > 0 prawda jest, ze w; = we? Uzasadnij odpowiedz.
Niech V' = {w € Ps : w(0) = 1}. Znajdz dla f =sin(z) taki wy € V, ze

lwy = fll = min o — f]]

dla ||g||> = fjl lg(t)|? dt + |g(0)|* i P3 przestrzeni wielomianéw stopnia < 3.
Wsk: Pokaz ze to norma generowana przez odpowiedni iloczyn skalarny i ze
V = vy + Vy dla pewnego vy i V) odpowiedniej przestrzeni liniowej tzn. jest
przestrzenia afiniczna.

Niech V = {w € Py : w(—1) = 0}. Znajdz dla f = cos(z) taki wy € V, ze
oy = fll = min v — I

dla ||g||> = [, |¢(t)]? dt. Tu Py przestrzen wielomianéw stopnia < k.

Wsk: Pokaz ze to norma generowana przez odpowiedni iloczyn skalarny.

Pokaz ze jesli waga p jest funkcja parzysta to P jest odpowiednio funkcja
parzysta wtedy i tylko wtedy gdy £ > 0 parzyste. Tu P, k-ty wielomian
ortogonalny w L2(—1,1).

Pokaz ze jesli waga p jest funkcja parzysta to Pary1(0) = 0 a Py (0) # 0 dla
P k-tego wielomianu ortogonalnego w L2(—1,1).
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Znajdz 3 pierwsze wielomiany ortogonalne w L2(—1,1) dla wagi p = 1+|z].
Znadz element najlepszej aprosymacji w przestrzeni wielomian6w stopnia
< 2 dla f(z) = sin(x) w tej przestrzeni. Wystarczy znalez¢ wspolezynniki
w jakiejkolwiek bazie tej przestrzeni.

Dla f(z) = |z| znajdz wy; € P; wielomian najlepszej aproksymacji jedno-
stajnej tzn.

wa - fH()Ov[_LQ] = qr}rel%jri HU - f”ooz[_l’z}
dla [|g]|o,fap] = MaXselap) |g(t)|. Tu Py, przestrzen wielomianéw stopnia < k.

Dla f(z) = 2* — 10z + 1 znajdz w; € P; wielomian najlepszej aproksymacji
jednostajnej tzn.

wa - fH()Ov[flz] = TIJIEI%DI} HU - f”007[*1’2]

dla ||g||co,ja,p) = MaXycfap) |9(t)]. Tu Py przestrzeni wielomiandw stopnie < k.

Czy istnieje takie L ze wielomianem najlepszej aproksymacji jednostajnej
w Pg na [0, L] dla f(z) = sin(nwz) bedzie wy = 07 WSK: okresl warunek na
alternans....

Dla f(z) = 2* — 3z + 1 znajdz kubiczny wielomian najlepszej aproksymacji
jednostajnej na [—1,1].

Dla f(z) = (z — 2)® — 3 znajdz kwadratowy wielomian najlepszej aproksy-
macji jednostajnej na [0, 4].

(trudne) Dla f(z) = 2* — 3z + 1 znajdz kwadratowy wielomian najlepszej
aproksymacji jednostajnej na [—1, 1].

(a) Pokaz, ze element najlepszej aproksymacji jednostajnej, czyli w normie
| lloo, W Py, na [a, b] dla dowolnej funkcji ciaglej f interpoluje te funkcje
w n + 1 punktach na [a, b].

(b) Czy prawda jest, ze dla danej funkcji f ciaglej na [a,b] zawsze ist-
nieje ciag weztow {z}p}7_, C [a,b] taki, ze ciag wielomianéw stopni
nie wiekszych od n: L, f interpolujacych te funkcje w tych wezlach
(tzn. L, f(z}) = f(x})) zbiega jednostajnie do tej funkcji? Uzasadnij
odpowiedz.

Pokaz, ze kwadratura interpolacyjna przyblizajaca f; fdx oparta na 2 we-

ztach dwukrotnych a, b (tzn. Qf = f: Hyfdx dla Hyf wielomianu Hermite’a
opartego na 2 weztach dwukrotnych a, b) ma postac:

Qf = Aif(a) + Azf'(a) + Asf(b) + Asf'(b),
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oraz spelnia dla f € C*([a, b]) nier6wnosé:

b
| / fdz — Qf] < Coll f e fay (b — @),

gdzie Cj stata absolutna, tzn. niezalezna od f, ', a, b, ktora nalezy wyzna-
czycC.

Czy istnieje n € [a, b] taki, ze

b
/ fdz —Qf = Cof™(n)(b — a)*?

Jaki rzad ma ta kwadratura?
WSK: policz catke z prawej strony wzoru na blad interpolacji Hermite’a i
odpowiednio oszacuj...

Znajdz kwadrature maksymalnego rzedu dla I(f) = f;f(x)(x — atb)2y
postaci

Qf = Af(a) + Bf(b) +Cf(c)
dla A, B, C wspotczynnikow i ¢ punktu w (a, b).
Podaj rzad tej kwadratury i oszacuj btad |Q(f) — I(f)| dla f € C3([a,b]) =
If®(z)] < M dla z € [a,b].

Szukamy kwadratury na n+ 1 punktach o maksymalnym rzedzie dla I(f) =
fab f dt postaci:

Qnf = Arf(a)+ > Axf ()
k=1

dla zj, € (a,b].

Wyznacz jaki taka kwadratura ma rzad i czy wezly x; wyznaczone sa jed-
noznacznie.

Policz wezly i wspotezynniki Qo f tzn. podaj taka kwadrature dla n = 2.

Pokaz, ze jesli waga jest symetryczna wzgledem $rodka odcinka tzn. p(x +
“b) = p(—z + ) to wezly kwadratury Gaussa dla fab f(t)p(t) dt sa tez
symetryczne wzgledem “T*b

Znajdz cho¢ jeden wezetl kwadratury Gaussa opartej na 7 punktach dla wagi
p(z) = (1 + 2?) * cos(x) na [—1,1].

Podaj najmniejsze N takie, ze btad pomiedzy ztozona kwadratura prosto-
katow (rownomierny podzial odcinka) Py f na [—100,100] a fj?gof dt dla
f(x) = sin(z) byl mniejszy od 1077,
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Oznaczenia

Fyy={f €™ ([a,b]) : max |f"*(2)] < M}

z€[a,b] -

oraz ,
S(f) = / f(x)d.

Dla kwadratur interpolacyjnych opartych na 2 weztach znalezé wezty i po-
sta¢ kwadratury interpolacyjnej ktora minimalizuje btad na klasie F};, tzn.
taka QQ* € Kwy dla Kws zbioru kwadratur interpolacyjnych na 2 punktach
dla S(f), ze

min max |S(f) = Q(f)] = [S(f) —Q (Sl

QEeKws fery,

W wersji prostszej, ktora mogta by¢/bedzie na ¢wiczeniach szukamy kwa-
dratury interpolacyjnej minimalizujacej btad w tej klasie z dwoma weztami
symetrycznymi wzgledem $rodka odcinka [a, b], czy w kolejnej wersji z jed-
nym ustalonym weztem np. punktem b.

Pokaz, ze jesli G, 1 jest kwadraturg Gaussa na n + 1 réznych punktach w
{p}r_o w (a,b) dla I(f) = f;fpdx (p waga) to

b
Gn+1f:/ p2n+2,f<x) dz

gdzie pa,4o, f jest wielomianem Hermite’a f dla weztow {xy }7_, z podwojona
krotnoscia dwa tzn. p € Py, 9 i f(’“)(xj) = péi)JrQ,f(xj) dla £k = 0,11
7=0,...,n.

Korzystaja z wzoru na blad interpolacji Hermite’a dla podwéjnych weztow:
2 )
(2n 4 2)!
dla pewnego n zaleznego w ogolnosci od ¢, (dowod to kolejne zadanie) pokaz,

ze istnieje & € [a, b] takie, ze

f(2n+2) (5)
(2n + 2)!

(1) = ponsof(t) = I_o(t — x;)° (1)

Fer2(E)

b
I(f) - G”H—lf = / H?:O(x - ‘rj)Qp dr = mHPTH—lH%%(a,b)

oile f € C*""2, Tu P,y1(x) = 2" + ... to n+ 1 wielomian ortogonalny w
L2(a,b).

Rozpatrzmy kwadrature o réznych weztach (zx)i_, w (a,b) przyblizajaca
catke I,(f) = fab fp dx postaci:
Qf =Y (Acf(wx) + Brf'(zx))
k=0

4



tzn. wykorzystujaca wartosci funkeji i jej pochodnej w weztach. Okredl jaki
moze by¢ maksymalnie rzad takiej kwadratury.

Wsk: mozna skorzysta¢ z wzoru na btad interpolacji Hermite’a (1)) podanego
w zadaniu 20



