Aproksymacja jednostajna i w normie Hilberowskiej.

Wielomian stopnia < p najlepszej aproksymacji jednostajnej dla funkcji f na [a,b] to
element najlepszej aproksymacji w normie [|g||oo [a5) = Maxicpy |9(t)| dla f w P, prze-
strzeni wielomianéw stopnia < p. Wielomian stopnia < p najlepszej aproksymacji dla
funkcji f na [a,b] w normie || - || to element najlepszej aproksymacji w tej normie dla f
w P,. Wielomian liniowy, kwadratowy, kubiczny oznacza element Pj dla odpowiednio

k=1,23.
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Rozpatrzmy g¢(x) = sin(x) i zadania znalezienia wielomianéw najlepszej
aproksymacji dla g: wy € Vi = P, i wy € Vo = P,,_; dla n > 0 w normie:

1fIl = \// (2 + cos(z))| f(2)|? da.

(a) Znajdz wy,wq dlan = 1.

(b) Dla jakich n > 0 prawda jest, ze w; = wy? Uzasadnij odpowiedz.

Niech V = {w € P3 : w(0) = 1}. Znajdz dla f = sin(z) taki wy; € V, ze
lwy = £l = min v — f]]

dla ||g||> = [, lg(t)[? dt + |g(0)[* i Ps przestrzeni wiclomianéw stopnia < 3.
Wsk: Pokaz ze to norma generowana przez odpowiedni iloczyn skalarny i ze
V = vy + Vy dla pewnego vy 1 V) odpowiedniej przestrzeni liniowej tzn. jest
przestrzenia afiniczna.

Niech V = {w € Py : w(—1) = 0}. Znajdz dla f = cos(z) taki wy € V, ze
lwy = £l = min o — f]]

dla ||g||* = f_ll |’ (¢)|? dt. Tu Py, przestrzen wielomianow stopnia < k.

Wsk: Pokaz ze to norma generowana przez odpowiedni iloczyn skalarny.

Pokaz ze jesli waga p jest funkcja parzysta to P, jest odpowiednio funkcja
parzysta wtedy i tylko wtedy gdy & > 0 parzyste. Tu Py k-ty wielomian
ortogonalny w L2(—1,1).

Pokaz ze jesli waga p jest funkcja parzysta to Pary1(0) = 0 a P (0) # 0 dla
Py k-tego wielomianu ortogonalnego w Li(—l, 1).
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Znajdz 3 pierwsze wielomiany ortogonalne w L2(—1,1) dla wagi p = 1+ |x|.
Znadz element najlepszej aprosymacji w przestrzeni wielomianéw stopnia
< 2 dla f(z) = sin(x) w tej przestrzeni. Wystarczy znalez¢ wspotczynniki
w jakiejkolwiek bazie tej przestrzeni.

Dla f(z) = |z — 6] znajdz w; € P; wielomian najlepszej aproksymacji
jednostajnej tzn.

1wy = flloo-1,2 = min [[v = flloo,-12

dla [|g|loc,jap) = MaXsc(ap) |g(t)]. Tu Py przestrzen wielomianow stopnia < k.

Dla f(z) = 2 — 10z + 1 znajdz wy; € P; wielomian najlepszej aproksymacji
jednostajnej tzn.

1wy = flloo 1,2 = min [[v = Flloo,-12

dla ||g]oc,fa,) = MaXsela) |9(t)]. Tu Py przestrzeni wielomianow stopnie < k.

Dla f(x) = max(0,2*x) znajdz wy; € P; wielomian najlepszej aproksymacji
jednostajnej na [—1, 2] tzn.

|wr — flloo 1,2 = felgi v = flloo,~1,2

dla ||g|oc,ja,t) = MaXselap) |9(t)]. Tu Py przestrzeni wielomianéw stopnie < k.

Pokaz ze jesli f funkcja parzysta (nieparzysta) to wielomian najlepszej
aproksymacji jednostajnej na odcinku [—a,a] (a > 0) dla niej jest wielo-
mianem parzystym (nieparzystym).

Dla f(x) = |z| znajdz wy; € Ps wielomian najlepszej aproksymacji jedno-
stajnej tzn.
1wy = Flloo-1.0) = min [[v = flloc, -1

dla ||g|oc,ja,p) = MaXselap) |9(t)]. Tu Py przestrzeni wielomianow stopnie < k.
Wsk: Pokaz ze skoro f parzysta i odcinek symetryczny to p tez parzysta.

Czy istnieje takie L ze wielomianem najlepszej aproksymacji jednostajne;j
w Pg na [0, L] dla f(z) = sin(rz) bedzie wy = 07 WSK: okresl warunek na
alternans....

Dla f(z) = 2* — 3z + 1 znajdz kubiczny wielomian najlepszej aproksymacji
jednostajnej na [—1,1].

Dla f(z) = (z — 2)® — 3 znajdz kwadratowy wielomian najlepszej aproksy-
macji jednostajnej na [0, 4].



Zadanie 15 (trudne) Dla f(z) = 2* — 32 + 1 znajdZ kwadratowy wielomian najlepszej
aproksymacji jednostajnej na [—1, 1].

Zadanie 16 (a) Pokaz, ze element najlepszej aproksymacji jednostajnej, czyli w normie
| I, W Py, na [a, b] dla dowolnej funkcji ciaglej f interpoluje te funkcje
w n + 1 punktach na [a, b].

(b) Czy prawda jest, ze dla danej funkcji f ciaglej na [a,b] zawsze ist-
nieje ciag weztow {z}}7_, C [a,b] taki, ze ciag wielomianéw stopni
nie wiekszych od n: L,f interpolujacych te funkcje w tych wezlach
(tzn. L, f(z}) = f(x})) zbiega jednostajnie do tej funkcji? Uzasadnij
odpowiedz.



