Seria zadann domowych. Numeryczna algebra liniowa cd
Tzn.: uklady réwnan liniowych cd, uwarunkowanie i normy macierzy cd, LZNK

Zad 1 Znajdz oszacowania (postaci O(n?) dla p = 0,1, 2,3 z mozliwie maltym p nieza-
leznym od Q) wspolezynnika uwarunkowania dla dowolnej macierzy ortogonalnej
Qnxn (tzn. Q7' = QT) w normach: drugiej, maximum i pierwszej. (induko-
wanych)

Zad 2 Niech Ry = (r;;) macierz gornotrojkatna n x n taka ze r;; = 1 j > i czyli macierz
gornotrojkatna ze wszystkimi elementami na diagonali i nad-diagonala réwnymi
jeden, a Ry = Ry — 2 x I tez gornotrojkatna ale z jedynkami nad-diagonala ale
minus jeden na diagonali. Policz wspotczynnik uwarunkowania R, w normie
pierwszej. Czy zalezy od n? A jesli tak to jak?

Zad 3 W wyniku 1 kroku metody Householdera dla macierzy A otrzymano macierz

postaci
4 -1 0
HxA=10 -3 5
0 4 0

dla H; macierzy Householdera z wektorem Householdera w; = (1,0, 1)7.
(a) Wyznacz wektor Householdera dla macierzy Hosueholdera H, taki, ze HoH1 A =
R macierz gornotrojkatna.
(b) Policz 3-cia kolumne macierzy A.
(c) Policz macierz R.
(d) Wyznacz druga kolumne macierzy A~! korzystajac z otrzymanego rozkladu

QR macierzy A .

Zad 4 W wyniku 1 kroku metody Householdera dla macierzy A otrzymano macierz
postaci

S O N
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H1 x A= 0
0 —4

dla H; macierzy Householdera z wektorem Householdera w; = (1,0,0,1)7.

(a) okresl czy A jest kolumnami regularna

(b) Wykonaj kolejny krok metody Householdera tzn. policz macierz R prosto-
katna gornotrojkatna z gtéwnym minorem nieosobliwym i wyznacz wektor
Householdera dla macierzy Householdera Hs takie, ze HoH{ A = R.



Zad 5

Zad 6

Zad 7

(c) Policz 2-ga kolumne macierzy A.
(d) Rozwiaz LZNK z macierza A i wektorem.
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Rozpatrzmy macierz zapisana w formie blokowej A = pr , gdzie H macierz
a

Householdera m x m dla danego wektora Householdera ¥ # 0 (zaktadamy ze H
nie jest utworzona - znamy tylko wektor Householdera), b wektor wymiaru m i
a skalar.

(a) Zaproponuj algorytm rozwiazania uktadu réwnan liniowych Ay = f mozli-
wie niskim kosztem przy zalozeniu, ze A nieosobliwa. Oszacuj ten koszt w
terminach O(n?) dlap=1,2,3,....

(b) Podaj mozliwy do sprawdzenia warunek na a, aby A byla nieosobliwa (dla
zadanych b i ¥)

Dla danych m réznych punktéw (xy,yy) okreslamy krzywa y —a* 22 —b = 0
(a, b, parametry krzywej) jako najlepiej pasujaca do tych punktow jesli:

m m
Z|yk—a*xz—b|2 :minZ|yk—c*xi—d|2
k=1 g

Sformutuj zadanie znalezienia parametréow takiej krzywej jako liniowe zadanie
najmniejszych kwadratow (LZNK) dla danych m punktow. Okresl jakie wa-
runki musza spelia¢ punkty aby to zadania miato jednoznaczne rozwigzanie dla
m > 0. Wyznacz koszt rozwigzania tego LZNK zadania przy pomocy algorytmu
Householdera wzgledem m tzn. jako Cgm? + O(mP~!) dla Cy stalej dodatniej
i p wyktadnika naturalnego.

Rozpatrzmy uktad:
Ax =b

_(Dp C
A= (e )

gdzie Dp macierz blokowo diagonalna wymiaru &k * p X k * p z k identycznymi
blokami z macierza B p X p symetryczna dodatnio okreslong jako bloki diagonali
blokowej tzn

B

B
Dp =



C macierz kolumnami regularna k * p X q.

Pokaz, ze

(a) A nieosobliwa tzn uktad ma jednoznaczne rozwiazanie dla dowolnego b

(b) Zaproponuj algorytm rozwiazania ukladu mozliwie niskim kosztem przy
zalozeniu, ze k =p a q < p.

(c) Pokaz ze zalozenie dodatniej okreslonosci B niezbedne by mie¢ pewnosé co
do nieosobliwosci A tzn. np. znajdz przykltad dla k = ¢ = 1, p = 2 takich
danych ze B symetryczna ale NIE dodatnio okreslona ale nieosobliwa (np.
silnie diagnalnie dominujaca) a A osobliwa. (WSK: najprosciej wzia¢ B
diagonalna...)



