
Seria zada« domowych. Numeryczna algebra liniowa cd

Tzn.: ukªady równa« liniowych cd, uwarunkowanie i normy macierzy cd, LZNK, nume-
ryczne zadanie wªasne.

Zad 1 Znajd¹ oszacowania (postaci O(np) dla p = 0, 1, 2, 3 z mo»liwie maªym p nieza-
le»nym od Q) wspóªczynnika uwarunkowania dla dowolnej macierzy ortogonalnej
Q n × n (tzn. Q−1 = QT ) w normach: drugiej, maximum i pierwszej. (induko-
wanych)

Zad 2 Niech R1 = (rij) macierz górnotrójk¡tna n×n taka »e rij = 1 j ≥ i czyli macierz
górnotrójk¡tna ze wszystkimi elementami na diagonali i nad-diagonal¡ równymi
jeden, a R2 = R1 − 2 ∗ I te» górnotrójk¡tna ale z jedynkami nad-diagonal¡ ale
minus jeden na diagonali. Policz wspóªczynnik uwarunkowania Rk w normie
pierwszej. Czy zale»y od n? A je±li tak to jak?

Zad 3 W wyniku 1 kroku metody Householdera dla macierzy A otrzymano macierz
postaci

H1 ∗ A =

4 −1 0
0 −3 5
0 4 0


dla H1 macierzy Householdera z wektorem Householdera w1 = (1, 0, 1)T .

(a) Wyznacz wektor Householdera dla macierzy HosueholderaH2 taki, »eH2H1A =
R macierz górnotrójk¡tna.

(b) Policz 3-ci¡ kolumn¦ macierzy A.

(c) Policz macierz R.

(d) Wyznacz drug¡ kolumn¦ macierzy A−1 korzystaj¡c z otrzymanego rozkªadu
QR macierzy A .

Zad 4 W wyniku 1 kroku metody Householdera dla macierzy A otrzymano macierz
postaci

H1 ∗ A =


2 1
0 3
0 0
0 −4


dla H1 macierzy Householdera z wektorem Householdera w1 = (1, 0, 0, 1)T .

(a) okre±l czy A jest kolumnami regularna



(b) Wykonaj kolejny krok metody Householdera tzn. policz macierz R prosto-
k¡tna górnotrójk¡tna z gªównym minorem nieosobliwym i wyznacz wektor
Householdera dla macierzy Householdera H2 takie, »e H2H1A = R.

(c) Policz 2-g¡ kolumn¦ macierzy A.

(d) Rozwi¡» LZNK z macierz¡ A i wektorem.

b =


−8
−6
1
8

 ,

Zad 5 Rozpatrzmy macierz zapisan¡ w formie blokowej A =

(
H ~b
~bT a

)
, gdzie H macierz

Householdera m×m dla danego wektora Householdera ~x 6= 0 (zakªadamy »e H

nie jest utworzona - znamy tylko wektor Householdera), ~b wektor wymiaru m i
a skalar.

(a) Zaproponuj algorytm rozwi¡zania ukªadu równa« liniowych Ay = f mo»li-
wie niskim kosztem przy zaªo»eniu, »e A nieosobliwa. Oszacuj ten koszt w
terminach O(np) dla p = 1, 2, 3, . . ..

(b) Podaj mo»liwy do sprawdzenia warunek na a, aby A byªa nieosobliwa (dla

zadanych ~b i ~x)

Zad 6 Dla danych m ró»nych punktów (xk, yk) okre±lamy krzyw¡ y − a ∗ x2 − b = 0
(a, b, parametry krzywej) jako najlepiej pasuj¡c¡ do tych punktów je±li:

m∑
k=1

|yk − a ∗ x2k − b|2 = min
c,d

m∑
k=1

|yk − c ∗ x2k − d|2

Sformuªuj zadanie znalezienia parametrów takiej krzywej jako liniowe zadanie
najmniejszych kwadratów (LZNK) dla danych m punktów. Okre±l jakie wa-
runki musz¡ speªnia¢ punkty aby to zadania miaªo jednoznaczne rozwi¡zanie dla
m ≥ 0. Wyznacz koszt rozwi¡zania tego LZNK zadania przy pomocy algorytmu
Householdera wzgl¦dem m tzn. jako CHm

p + O(mp−1) dla CH staªej dodatniej
i p wykªadnika naturalnego.

Zad 7 Rozpatrzmy ukªad:
Ax = b

z

A =

(
DB C
CT 0

)
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gdzie DB macierz blokowo diagonalna wymiaru k ∗ p × k ∗ p z k identycznymi
blokami z macierz¡ B p×p symetryczn¡ dodatnio okre±lon¡ jako bloki diagonali
blokowej tzn

DB =


B

B
. . .

B


C macierz kolumnami regularna k ∗ p× q.
Poka», »e

(a) A nieosobliwa tzn ukªad ma jednoznaczne rozwi¡zanie dla dowolnego b

(b) Zaproponuj algorytm rozwi¡zania ukªadu mo»liwie niskim kosztem przy
zaªo»eniu, »e k = p a q ≤ p.

(c) Poka» »e zaªo»enie dodatniej okre±lono±ci B niezb¦dne by mie¢ pewno±¢ co
do nieosobliwo±ci A tzn. np. znajd¹ przykªad dla k = q = 1, p = 2 takich
danych »e B symetryczna ale NIE dodatnio okre±lona ale nieosobliwa (np.
silnie diagnalnie dominuj¡ca) a A osobliwa. (WSK: najpro±ciej wzi¡¢ B
diagonaln¡...)

Zadanie wªasne

Zad 8 Dla macierzy

A =


10 1 0 0
1 10 0 0
0 0 −2 −6
0 0 −6 7


(a) znajd¹ wektory i warto±ci wªasne (wektory o normie drugiej jeden),

(b) czy ci¡g wektorów (o normie drugiej jeden) generowany przez metod¦ pot¦-
gow¡ zbiegnie dla x0 = (1, 2, 3, 4)T/‖(1, 2, 3, 4)T‖2 - ewentualnie czy istnieje
podci¡g zbie»ny w tym ci¡gu? Je±li tak, to policz odpowiednie granice.

(c) Okre±l granice ilorazów Raileigha dla {xk}k i wyj±ciowej macierzy A o ile
zachodzi zbie»no±¢.

Zad 9 Dla macierzy

A =

(
10 1
1 10

)
(a) znajd¹ wektory i warto±ci wªasne (wektory o normie drugiej jeden),

(b) czy ci¡g wektorów (o normie drugiej jeden) generowany przez metod¦ po-
t¦gow¡ zbiegnie dla x0 = 1√

10
∗ (1, 3)T - ewentualnie czy istnieje podci¡g

zbie»ny w tym ci¡gu? Je±li tak, to policz odpowiednie granice.
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(c) okre±l czy ci¡g iteracji parzystych x2k (o unormowanych w normie drugiej)
dla metody odwrotnej pot¦gowej z parametrami a1 = 0 i a2 = 10 zbie-
gnie dla x0 = 1√

10
∗ (1, 3)T . Okre±l granice ilorazów Raileigha dla {xk}k i

wyj±ciowej macierzy A o ile zachodzi zbie»no±¢.

Zad 10 (trudne) Wykonaj jeden krok czystej metody QR dla zadania wªasnego dla ma-
cierzy z

A =

(
4 3
3 4

)
.

Okre±l czy ci¡g macierzy generowanych czyst¡ metod¡ QR zbiegnie do macie-
rzy diagonalnej - je±li tak to okre±l elementy diagonali tej macierzy (kolejno±¢
niewa»na).
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