
Seria zada« domowych - �, normy, rozkªad LU

Zadanie 1 Chcemy obliczy¢ funkcj¦ f(x) = exp(107x) w arytmetyce pojedynczej pre-
cyzji. Policz (przybli»ony i wzgl¦dny) wspóªczynnik uwarunkowania zadania
dla x ∈ [−10, 10] i okre±l czy obliczanie w tej arytmetyce � warto±ci f dla
x = −6 jest dobrze uwarunkowane ze wzgl¦du na bª¡d wzgl¦dny?

Zadanie 2 Chcemy w � obliczy¢ f(x) = 2x −
√

4x2 + 7. Rozpatrzmy dwa algorytmy:
w pierwszym liczymy:

f :=
√

4x2 + 7; f := 2x− f ;

a w drugim:

f :=
√

4x2 + 7; f := −7.0/(2x+ f);

Który z nich nale»y zastosowa¢ do obliczenia w arytmetyce � pojedynczej
precyzji f(107)? (Poda¢ krótkie uzasadnienie - 1-2 zdania - nie trzeba for-
malnie dowodzi¢ oszacowa«)

Zadanie 3 (trudne) Poka», »e nast¦puj¡ce algorytmy obliczania: 4a2− b2 s¡ numerycz-
nie poprawne: Algorytm 1: w1 = 4∗a∗a;w2 = b∗b;w = w1−w2. Algorytm
2: w1 = 2 ∗ a− b;w2 = 2 ∗ a+ b;w = w1 ∗ w2.

Zadanie 4 Rozwa»my nast¦puj¡cy algorytm obliczania: 9a2 − b2: w1 = 9 ∗ a ∗ a;w2 =
b ∗ b;w = w1 − w2. napisz wyra»enie na bª¡d bezwgl¦dny tego algorytmu
wykonanego w arytmetyce � (przy zaªo»eniu »e nie zajdzie nadmiar czy
niedomiar).

Zadanie 5 Chcemy obliczy¢ warto±¢ funkcji f(x) = x3 − 3x2 + 3x − 1 = (x − 1)3 dla
x = 1 + 10−6. Policz wspóªczynnik uwarunkowanie tego zadania dla tego x
i okre±l czy jest du»y/maªy w pojedynczej precyzji.

Do obliczania f(x) zastosowano 2 algorytmy: alg 1: w1 = (x − 1) i w =
w1∗w1∗w1; alg 2: w = −1, w = w+3∗x, w = w−3∗x∗x i w = w+x∗x∗x
Poka» »e jeden z nich jest numerycznie poprawny. (Co do drugiego nie
wiadomo...)

Zadanie 6 (trudne) Oblicz wspóªczynnik uwarunkowania zadania obliczania funkcji ze
wzgl¦du na zaburzenie x

f(x, y) =

(
x2 + y2 − 5 = 0
(y + 2)(x3 − 1)

)
w normie maksimum dla (x, y) = (−3, 3) .
Wskazówka: mo»na potraktowa¢ f = (f1, f2) jako funkcje jednej zmiennej
x z y = 2 jako parametrem i dla x′ bliskich x zachodzi

‖f(x, y)− f(x′, y)‖∞ ≈ ‖Dxf(x, y)‖∞ ∗ |x′ − x|
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i i wstawi¢ to do wzoru na uwarunkowanie otrzymuj¡c

max
|x−x′|≤ε|x|

‖f(x,y)−f(x′,y)‖∞
‖f(x,y)‖∞
|x−x′|
|x|

≈ ‖Dxf(x, y)‖∞ ∗ |x|
‖f(x, y)‖∞

.

Zadanie 7 (trudne) Poka», »e nast¦puj¡cy naturalny algorytm obliczania: iloczynu
skalarnego dwóch wektorów x, y ∈ RM tzn. xTy =

∑M
k=1 x(k)y(k) jest

numerycznie poprawny tzn. obliczamy

s=x (1)∗ y ( 1 ) ;
for k=2:M,

s=s+x(k )∗y (k ) ;
endfor

Zadanie 8 (trudne) Poka», »e nast¦puj¡cy naturalny algorytm obliczania iloczynu ma-
cierz kwadratowej A ∈ RM,M i wektora x,∈ RM tzn. y = Ax : jest nume-
rycznie poprawny:

for j =1:M,
y ( j )=0;
for k=1:M,

y ( j )=y ( j )+A( j , k )∗x (k ) ;
endfor
endfor

Wskazówka: w(j) jest iloczynem skalarnym j−tego wiersza A z x.

Zadanie 9 (trudne) Poka», »e nast¦puj¡cy naturalny algorytm obliczania: cosinusa

k¡ta dwóch wektorów x, y ∈ RM tzn. cos(x, y) = xT y√
xT x
√
yT y

jest numerycznie

poprawny:

(a) a =
√∑M

k=1 x
2
k, b =

√∑M
k=1 y

2
k

(b) c =
∑M

k=1 xkyk

(c) w = c/(a ∗ b)

Zakªadamy »e wynikiem funkcji pierwiastek w arytmetyce � jest fl(
√
x) =

x(1 + ε) dla |ε| ≤ ν i obliczanie iloczynu skalarnego wT z jest standardowe
jak w zadaniu na NP obliczania iloczynu skalarnego.

Zadanie 10 Mamy ukªad równa« liniowych Ax = f z wektorem prawej strony f =
(f1, . . . , fn)T i A macierz¡ rzeczywist¡ n × n, maj¡c¡ elementy niezerowe
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tylko w ostatniej kolumnie i na 3 gªównych diagonalach tzn:

A =



a1 c1 0 · · · 0 d1

b1 a2 c2
... d2

0
. . . . . . . . . 0

...
... bn−3 an−2 cn−2 dn−2

bn−2 an−1 cn−1
0 · · · 0 bn−1 an


silnie diagonalnie dominuj¡c¡ wierszowo. Opisz w pseudokodzie algorytm
rozwi¡zywania tego ukªadu b¦d¡cy odpowiedni¡ wersj¡ eliminacji Gaussa
(rozkªadu LU) bez wybory elementu gªównego mo»liwie niskim koszcie wzgl¦-
dem n. Podaj ten koszt (jako Cnp + O(np−1) dla staªej dodatniej C i p
naturalnego).

Zadanie 11 Tre±¢ jak w zadaniu 10 ale dla

• ukªadu równa« liniowych ATx = f z A z zadania 10,

• ukªadu równa« nast¦puj¡cej postaci:

bkxk−1 + akxk + ckxk+1 = fk k = 1, . . . , n,

przyjmuj¡c, »e x0 = xn i xn+1 = x1, tzn. macierz jest trójdiago-
nalna + 2 elementy niezerowe w 2 pozostaªych rogach. Wspóªczynniki
ak, bk, ck, fk dane.

Zadanie 12 Sprawd¹ czy dla macierzy

A =

1 0 2
1 3 3
1 −3 0


istnieje rozkªad LU a je±li tak to go wyznacz (przyjmuj¡c »e macierz L ma
jedynki na diagonali). Je±li nie to wyznacz za pomoc¡ algorytmu elimina-
cji Gaussa z cz¦±ciowym wyborem elementu gªównego (cz¦±ciowym osiowa-
niem) macierz permutacji P oraz czynniki rozkªadu tak aby ten rozkªad
istniaª dla PA.

Zadanie 13 Dla której z macierzy Ak istnieje dolnotrójk¡tny czynnik rozkªadu Chole-
skiego Lk z dodatnimi elementami na diagonali (tzn: Ak = LkL

T
k ):

A1 =

 4 −1 4
−1 12 5
3 5 10

 , A2 =


4 −1 2 7
−1 3 5 3
2 5 10 0
7 3 0 −1

 , A3 =

 1 −1 1
−1 2 −1
1 −1 3

 .

Podaj uzasadnienie nieistnienia czynnika Choleskiego lub policz ten czyn-
nik.
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Zadanie 14 Dla której z macierzy Ak istniej¡ czynniki rozkªadu LU tzn dolnotrójk¡tna
macierz Lk z jedynkami na diagonali i Uk górnotrójk¡tna macierz z dodat-
nimi elementami na diagonali takie, »e Ak = LkUk:

A1 =

 1 −1 1
−1 2 −1
1 −1 4

 , A2 =


4 3 2 7
−8 −6 5 3
2 5 10 0
7 3 0 −1

 , A3 =

 0 −1 4
−1 12 5
3 5 10

 .

Podaj uzasadnienie nieistnienia czynników rozkªadu LU lub policz te czyn-
niki.

Zadanie 15 Znajd¹ czynniki rozkªadu LU macierzy A obliczne za pomoc¡ eliminacji z
cz¦±ciowym wyborem elementu gªównego (cz¦sciowe osiowanie) i rozwi¡»
ukªad Ax = b z u»yciem tego rozkªadu dla:

A =

 1 −1 3
2 2 2
−1 1 3

 , b =

−10
0
8

 ,

Zadanie 16 Dla wektora rzeczywistego x = (xi)
m
i=1 de�niujemy |x| = (|xi|)mi=1. Dla norm

p-tych zachodzi zawsze ‖x‖p = ‖|x|‖p. Czy istnieje norma ‖ · ‖ w R2 dla
której istnieje wektor x taki, »e ‖x‖ 6= ‖|x|‖? Uzasadnij (w przypadku na
tak podaj de�nicj¦ normy).

Zadanie 17 Dla macierzy rzeczywistej A = (aij)i,j n× n zde�niujmy |A| = (|aij|)ij.

(a) Czy dla normy Frobeniusa, maksimum i pierwszej zachodzi równo±¢
norm A i |A|? Wsk: Istniej¡ proste wzory na te normy zale»ne od
wspóªczynników macierzy.

(b) (trudne) - cho¢ tak naprawd¦ do±¢ ªatwe.... Poka» np wprost z de�nicji
normy indukowanej, »e

‖A‖2 ≤ ‖|A|‖2.

(c) (trudne) Podaj kontrprzykªad, »e odwrotna nierówno±¢ nie zawsze za-
chodzi. Wsk: Mo»na skonstruowa¢ kontrprzykªad A = AT 2 × 2 ko-
rzystaj¡c ze wzoru: ‖A‖2 = ρ(A) - dla A = AT . Tu ρ(A) moduª
najwi¦kszej co do moduªu warto±ci wªasnej A.

Zadanie 18 Dla macierzy A wymiaru 10× 10 z Zadania 10 dla ak = dk = −bk = −ck =
1 dla wszystkich odpowiednich k, oblicz indukowan¡ norm¦ maksimum i
norm¦ pierwsz¡ tzn. ‖A‖∞ i ‖A‖1 i wyznacz takie dwa niezerowe wektory
x1 i x2, »e ‖x1‖∞‖A‖∞ = ‖Ax1‖∞ i ‖x2‖1‖A‖1 = ‖Ax2‖1. Czy wektory
xk s¡ wyznaczone w obu przypadkach jednoznacznie (z dokªadno±ci¡ do
mno»enia przez −1)?
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Zadanie 19 Podaj przykªad normy ‖ · ‖ w R2 dla której optymalne staªe równowa»no±ci
z norm¡ drug¡ to 1 i 1050 tzn. :

∀x ‖x‖2 ≤ ‖x‖ ≤ 1050‖x‖2

i dla pewnych niezerowych wektorów zachodz¡ równo±ci zamiast nierówno-
±ci.

Zadanie 20 Po rozwi¡zaniu w arytmetyce � pewnego ukªadu równa« w n-wymiarach
Ax∗ = b otrzymano x̂ przybli»enie rozwi¡zania dla którego zachodzi oszaco-
wanie ‖x̂− x∗‖ ≤ 10−16w pewnej normie w Rn. Czy zawsze prawdziwe jest
wtedy oszacowanie w normie drugiej ‖x̂− x∗‖2 ≤ 10−16 je±li:

(a) n = 3 ale nic nie wiemy o normie ‖ · ‖ (poza tym, »e to norma w Rn)

(b) n = 100 a jest to norma maximum tzn. ‖ · ‖ = ‖ · ‖∞.
(c) n = 100 a jest to norma pierwsza tzn. ‖ · ‖ = ‖ · ‖1.

Zadanie 21 Znajd¹ mo»liwe du»e c > 0 i mo»liwie maªe C > 0, by¢ mo»e zale»ne od k,

»e dla normy wektorowej w Rk: ‖~x‖ =
√∑k

j=1 j
−1|xj|2 zachodzi

∀~x ∈ Rk c‖~x‖2 ≤ ‖~x‖ ≤ C‖~x‖2

Staªe c, C nazywamy staªymi równowa»no±ci mi¦dzy norm¡ drug¡ a norm¡
‖ · ‖.

Zadanie 22 Poka» »e dla x ∈ Rn:

• zachodzi

‖x‖2 = sup
y 6=0

xTy

‖y‖2
, ‖x‖1 = sup

y 6=0

xTy

‖y‖∞
, ‖x‖∞ = sup

y 6=0

xTy

‖y‖1

• (trudne) ogólniej, »e

‖x‖q = sup
y 6=0

xTy

‖y‖p
dla dowolnych p, q ≥ 1 takich, »e 1

p
+ 1

q
= 1.
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