
Seria zada« domowych. Równania nieliniowe

Zadania oznaczone jako trudne nie pojawi¡ si¦ na kartkówce. (cho¢ wcale nie musz¡ by¢
tak naprawd¦ trudne...). Wskazówki nie b¦d¡ podane wi¦c zach¦cam do przyniesienia
wydruków tre±ci zada«.

Zadanie 1 Dla równania 1
x+2
− 200 + 0.5x = 0

(a) poka» »e istnieje rozwi¡zanie x∗ ∈ [0, 1000]

(b) okre±l czy rozwi¡zanie jest jednoznaczne na [0, 1000]

(c) zaproponuj metod¦ iteracji prostych zbie»n¡ dla dowolnego x0 z [0, 1000].

(d) oszacuj bª¡d dla 20-tej iteracji tej metody dla x0 = 400 tzn oszacuj
|x20 − x∗|.

Zadanie 2 Dla równania 1
x2+2

− 10 + 3 ∗ x = 0 okre±l czy metoda bisekcji startuj¡ca
z odcinka [0, 10] b¦dzie zbie»na? Je±li tak to okre±l n dla których xn n-ta
iteracja metody bisekcji (±rodek n-tego odcinka) speªnia |xn − x∗| ≤ 10−1.

Zadanie 3 Czy metoda Newtona zastosowana do równania 1
x+2
−200+0.5x = 0 b¦dzie

zbie»na lokalnie kwadratowo dla rozwi¡zania tego równania na [0, 1000]?

Czy metoda Newtona zastosowana do tego równania z y0 = 400 b¦dzie
zbie»na? Je±li tak to oszacuj bª¡d |y4 − x∗| dla yk k-tej iteracji metody
Newtona z y0 = 400.

Wsk: W 2gim pytaniu pomocny mo»e by¢ wzór na bª¡d metody Newtona
zachodz¡cy przy odpowiednich zaªo»eniach yn+1 − x∗ = f ′′(ξ)

2∗f ′(yn)(yn − x
∗)2 z

ξ pomi¦dzy x∗ i yn .

Zadanie 4 Poka», »e równanie
x∗ − 0.7 ∗ sin(x∗) = −23

ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie i »e nast¦puj¡ca metoda iteracyjna

xn = 0.7 ∗ sin(xn−1)− 23

zbiegnie dla dowolnego x0 ∈ R do rozwi¡zania tego równania.

Oszacuj mo»liwie dokªadnie bª¡d |x9 − x∗| dla x0 = −23.

Zadanie 5 Dla równania
f(x) = 5− exp(x∗) = 0.

Poka», »e

• Istnieje dokªadnie jedno rozwi¡zanie x∗ tego równania.



• udowodnij, »e dla dowolnego x0 ∈ R metoda Newtona zbiegnie do x∗.

• okre±ª czy zachodzi lokalna zbie»no±¢ kwadratowa tzn czy istnieje oto-
czenie x∗ takie, »e dla x0 z tego otoczenia metoda jest zbie»na kwadra-
towo.

• Zaproponuj implementacje jednego kroku metody Newtona o mo»liwie
niskim koszcie dla tej metody (w pseudokodzie, C/C++ lub octavie).

Zadanie 6 Do rozwi¡zania przybli»onego dwóch równa«:

f(x) = sin(x+ 2),

g(x) = (x+ 2)5,

których rozwi¡zaniem jest x∗ = −2 zastosowano metod¦ Newtona.

Czy w obu przypadkach metoda b¦dzie zbie»na lokalnie (dla x0 przybli-
»enia startowego dostatecznie bliskiego x∗). Je±li tak to okre±l wykªadnik
zbie»no±ci w obu przypadkach.

Zadanie 7 Do rozwi¡zania zadania
f(x∗) = 0

z f(x) = exp(x)−a dla ustalonego a ∈ (1, 4) zastosowano metod¦ iteracyjn¡,
która w 9-tej iteracji zwróciªa x9 > 0 takie »e mamy |f(x9)| = 1e− 7. Czy
na tej podstawie mo»emy stwierdzi¢, »e |x9 − x∗| ≤ 1e− 6? Uzasadni¢.

WSK: Mo»na skorzysta¢ z twierdzenia o warto±ci ±redniej i tego »e f(x∗) =
0.

Zadanie 8 Dla ukªadu równa«

f(x, y) = x4 + y2 − 1

g(x, y) = x− 2y

policz pierwsz¡ iteracj¦ metody Newtona z (x0, y0) = (1, 1). Czy metoda
Newtona jest w przypadku tego ukªadu zbie»na lokalnie kwadratowo (dla
rozwi¡zania o obu skªadowych dodatnich)?

Zadanie 9 Rozpatrzmy równanie f(x∗) = 0 dla f gªadkiej tzn. w C∞(R), ±ci±le wy-
pukªej, i takiej »e f ′(x∗) = 0. Zakªadamy »e mo»emy policzy¢ warto±¢ i
pochodn¡ funkcji w dowolnym punkcie. Okre±l która z metod iteracyjnych
jest sens u»y¢ do rozwi¡zania tego równania:

• metod¦ Newtona

• metod¦ bisekcji

• metod¦ siecznych

Zadanie 10 Do rozwi¡zania równa«
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(a) f = (x− 2.1) ∗ (sin(3x) + 5x2)

(b) g = x ∗ (x− 2.1)2

(c) h = sin(x− 2.1)

zastosowano metod¦ Newtona otrzymuj¡c dla x0 = 3 ci¡gi zbie»ne do x∗ =
2.1 z nast¦puj¡cymi bª¦dami umieszczonymi w tabelce (pierwsza kolumna
to numer iteracji) której fragment jest poni»ej zamieszczony:

2 0.509 0.36 0.305
3 0.277 0.0164 0.057
4 0.146 1.48e− 06 0.00208
5 0.0753 0 3.25e− 06
6 0.0383 0 7.94e− 12
7 0.0193 0 0

Okre±l która kolumna odpowiada której funkcji.

Wsk: Warto okre±li¢ rz¡d lokalnej zbie»no±ci ka»dej funkcji do 2.1 na bazie
wiedzy z wykªadu/¢wicze« (liniowa, kwadratowa lub kubiczna) i porówna¢
z szybko±cia zbie»no±ci, która wynika z kolumn tabelki.

Zadanie 11 (trudne) Do rozwi¡zania ukªadu:

f(x, y) = x− 0.1 ∗ sin(1 + x+ 3 ∗ y) = 0

g(x, y) = 10 ∗ y − 1

(x+ y + 10)
= 0

zaproponuj metod¦ iteracji prostych zbie»n¡ dla dowolnego x0 ≥ 0 i y0 ≥ 0.
Czy rozwi¡zanie dla x, y > 0 jest jednoznaczne?

Oszacuj bª¡d ‖(x3, y3)T − (x∗, y∗)T‖∞ = max(|x3−x∗|, |y3− y∗|) dla iteracji
z x0 = y0 = 1.

Wsk: to zadanie mo»na rozwi¡za¢ znaj¡c wzór na norm¦ macierzy

‖A‖∞ := supx 6=0 ‖Ax‖∞ = maxi
∑

j |aij|. Mo»ecie Pa«stwo przyj¡¢ »e
znamy powy»szy wzór na t¦ norm¦.

Zadanie 12 (trudne) Do rozwi¡zania ukªadu:

10 ∗
(

1 −1
1 1

)
∗
(
x
y

)
−
(

sin(1 + x− y)
1

(x+y+10)

)
= 0

zaproponuj metod¦ iteracji prostych zbie»n¡ dla dowolnego x0 ≥ 0 i y0 ≥ 0.
Czy rozwi¡zanie dla x, y > 0 jest jednoznaczne?

Oszacuj bª¡d ‖(x3, y3)T − (x∗, y∗)T‖∞ = max(|x3−x∗|, |y3− y∗|) dla iteracji
z x0 = y0 = 1.

Wsk: Równanie mo»na przedstawi¢ w postaci ~x = B ∗ [f(~x), g(~x)]T ] dla
pewnej macierzy B wymiaru 2 × 2. Mo»ecie Pa«stwo przyj¡¢ »e znamy
wzór na norm¦ macierzow¡ supremum.
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Zadanie 13 Do rozwi¡zania ukªadu:

f(x, y) = x2 + y2 − 5 = 0

g(x, y) = (y + 2)(x3 − 1) = 0

zastosowano metod¦ Newtona z (x0, y0) = (1, 1).

(a) Wykonaj 1 iteracje metody.

(b) Dla odpowiednich przybli»en pocz¡tkowych mo»na otrzyma¢ ci¡gi zbie»ne
do rozwi¡za« (1,−2), (1, 2), (−1,−2). Okre±l o ile to mo»liwe wykªad-
niki zbie»no±ci metody Newtona do tych rozwi¡za« (powoªuj¡c si¦ na
wykªad).

Zadanie 14 (trudne) Udowodnij, »e metoda przybli»onego wyznaczania
√
a, dla a > 0.

zadana wzorem:

xn+1 =
xn(x2n + 3 ∗ a)

3x2n + a

zwraca ci¡g zbie»ny do
√
a. Podaj mo»liwie szerokie ograniczenia na wybór

punktu startowego x0 > 0 dla którego zachodzi zbie»no±¢. Udowodnij, »e
wykªadnik zbie»no±ci jest równy trzy.
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