
Kolokwium 27-04-2012 - 830 - grupa 1

Czas: 1 godzina 15 minut. Nie wolno mie¢ »adnych swoich materiaªów.

1. Funkcja F : [−100, 100]→ R dana jest wzorem

F (x) :=
1

2

∫ x

0

sin(t) cos(2t)e−t
2

dt.

Poka», »e funkcja ta ma jeden punkt staªy i »e mo»na go znale¹¢ stosuj¡c metod¦ iteracji
prostej dla dowolnego punktu startowego x0 ∈ [−100, 100].

2. Uzasadnij, »e macierz

A =

1 2 2
2 5 5
2 5 6


ma rozkªad Choleskiego i znajd¹ go. Stosuj¡c ten rozkªad rozwi¡» ukªad równa« Ax = b
dla b = [1, 3, 6]T.

3. Poszukuje si¦ wielomianu w(x) = a+ bx speªniaj¡cego warunek

4∑
i=1

(w(xi)− yi)2 = min

dla danych z tabeli
xi -2 1 0 1
yi 1 2 0 -1

(a) Sformuªuj to zadanie jako LZNK i okre±l czy w tym przypadku jest to regularne LZNK.

(b) Rozwi¡» te LZNK stosuj¡c algorytm Householdera.

(c) Sprawd¹ poprawno±¢ otrzymanego rozwi¡zania rozwi¡zuj¡c odpowiedni ukªad równa«
normalnych dla LZNK.



Kolokwium 27-04-2012 - 1215 - grupa 2

Czas: 1 godzina 15 minut. Nie wolno mie¢ »adnych swoich materiaªów.

1. Funkcja F : R→ R dana jest wzorem

F (x) := 11 +
1

10
∗ arctan(x)

• Poka», »e funkcja ta ma jeden punkt staªy x∗

• Znajd¹ wszystkie x0 dla których mo»na znale¹¢ ten punkt staªy stosuj¡c metod¦ iteracji
prostej dla x0.

• Znajd¹ mo»liwe maªe k tak aby zachodziªo oszacowanie |xk − x∗| ≤ 10−13 dla x0 = 11
i xk - k-tej iteracji metody.

2. Uzasadnij, »e macierz

A =


1 0 −1 1
0 4 0 0
−1 0 2 −1
1 0 −1 2


ma rozkªad Choleskiego i znajd¹ go. Stosuj¡c ten rozkªad rozwi¡» ukªad równa« Ax = b
dla b = [4, 8,−5, 6]T.

3. Wyznaczono nast¦puj¡ce warto±ci funkcji f :

f(0) = 1, f(π/6) = −2, f(π/3) = 2, f(π/2) = 1.

Znajd¹ (dowolne) warto±ci parametrów a, b, c ∈ R, takie, »e dla funkcji g(x) = a+b cos2 x+
c sin2 x suma

3∑
k=0

|f(kπ/6)− g(kπ/6)|2

jest minimalna. W tym celu sformuªuj odpowiednie regularne liniowe zadanie najmniej-
szych kwadratów i rozwi¡» je dowoln¡ metod¡.



Kolokwium poprawkowe 01-06-2012 - 1215

Czas: 1 godzina 15 minut. Nie wolno mie¢ »adnych swoich materiaªów.

1. Funkcja F : R→ R dana jest wzorem

F (x) := x3 − 9

Niech x∗ jej pierwiastek tj. F (x∗) = 0. Do znalezienia przybli»enia x∗ zastosowano metod¦
Newtona z x0 = 2.5,

• Napisz wzór na kolejn¡ iteracje metody Newtona w tym przypadku

• Czy metoda Newtona jest zbie»na dla tego x0? Czy jest to zbie»no±¢ kwadratowa?

• Czy mo»emy pokaza¢, »e |x3 − x∗| ≤ 2−15?

2. Czy macierz

A =


1 0 −1 1
0 4 0 0
−1 0 2 0
0 0 0 1


ma rozkªad LU? Je±li tak to znajd¹ go i zastosuj do rozwi¡zania ukªadu równa« Ax = b
dla b = [5, 4,−6, 3]T.

3. Poszukuje si¦ wielomianu w(x) = ax+ bx2 speªniaj¡cego warunek

N∑
i=1

(w(xi)− yi)2 = min

dla danych punktów (xi, yi)
N
i=1.

(a) Sformuªuj to zadanie jako LZNK i okre±l jakie warunki musz¡ speªnia¢ punkty aby to
byªo regularne LZNK.

(b) Podaj koszt jako funkcj¦ N rozwi¡zania tego LZNK metod¡ Householdera.

(c) Dla danych z tabeli rozwi¡» takie LZNK

xi -1 2 1 -2
yi 1 1 1 1

znajduj¡c dowoln¡ metod¡ jakikolwiek rozkªad QR tej macierzy. Sprawd¹ popraw-
no±¢ otrzymanego rozwi¡zania rozwi¡zuj¡c odpowiedni ukªad równa« normalnych dla
LZNK.

Odpowiedzi nale»y uzasadni¢.



Egzamin z MO I termin - 14 czerwca 2012 godz 15

Zad 1 Oszacuj bª¡d ‖f − pN‖∞,[2,3] w zale»no±ci od N dla f(x) = sin(2x) + x i pN wielomianu
interpolacyjnego Lagrange'a dla f stopnia nie wi¦kszego ni» N opartego o optymalne
w¦zªy interpolacji tj. w¦zªy Czebyszewa na [2, 3].

Zad 2 Niech A macierz symetryczna 5× 5 o warto±ciach wªasnych 0, 1, 2, 3, 4. Jak za pomoc¡
odwrotnej metody pot¦gowej obliczy¢ przybli»enie wektora x nale»¡cego do j¡dra ma-
cierzy A i takiego, »e ‖x‖2 = 1 ?

Zad 3 Dla danej tabelki
xk f(xk) f ′(xk) f ′′(xk)
0 0
1 −1 −2 12
2 11

znajd¹ wspóªczynniki wielomianu interpolacyjnego Hermite'a w stopnia nie wi¦kszego
ni» cztery w bazie Newtona zwi¡zanej z w¦zªami interpolacji przy pomocy algorytmu
ró»nic dzielonych.

Zaªó»my, »e |f (j)(x)| ≤ 20 dla x ∈ [0, 2] i j = 0, 1, 2, 3, 4, 5. Czy wtedy bª¡d mo»emy
oszacowa¢ nast¦puj¡co: ‖w − f‖∞,[0,2] ≤ 20?

Zad 4 Rozpatrzmy nast¦puj¡c¡ kwadratur¦ przybli»aj¡c¡ caªk¦
∫ b
a
f dt:

QNf = f(x0) ∗ h+ TN−2,[x1,xN−1]f + f(xN) ∗ h

gdzie h = (b − a)/N , xk = a + k ∗ h dla k = 0, . . . , N i TN−2,[x1,xN−1]f jest zªo»on¡
kwadratur¡ trapezów przybli»aj¡c¡ caªk¦

∫ xN−1

x1
f dt opart¡ na punktach {xk}N−1

k=1 .

(a) wypisz wzory na wspóªczynniki tej kwadratury tj. gdy QNf =
∑N

k=0Akf(xk) -
podaj wzory na Ak.

(b) okre±l rz¡d tej kwadratury

(c) przy zaªo»eniu, »e |f (j)(x)| ≤ M dla j = 1, 2 oszacuj bª¡d EN = |
∫ b
a
f dt − QNf |

jako O(hp) dla p mo»liwie du»ej liczby naturalnej i staªych zale»nych tylko od M .

Zad 5 Niech
A = D + α ∗ ~u ∗ ~uT

dla D = diag(d1, . . . , dN) macierzy diagonalnej N × N o dodatnich warto±ciach dk na
diagonali, ~u = (uk)

N
k=1 wektora o wszystkich wspóªczynnikach niezerowych tj. uk 6= 0 i

takiego, »e ‖u‖2 = 1 i α 6= 0 parametru.

• Dla jakich warto±ci parametru α macierz A jest nieosobliwa?

• Jak mo»liwie niskim kosztem rozwi¡za¢ ukªad równa« liniowych:

A~x = ~f?

Podaj ten koszt.

• Zaªó»my, »e 0 < cmin ≤ dk ≤ cmax dla k = 1, . . . , N . Oszacuj wspóªczynnik
uwarunkowania macierzy A w normie drugiej w zale»no±ci od α, cmin i cmax.

Wszystkie odpowiedzi nale»y uzasadni¢. Czas 2 godziny.


