
Seria trzecia - LZNK, zadanie wªasne, interpolacja, splajny

Zadanie 1 Dla danych m ró»nych punktów (xk, yk) okre±lamy krzyw¡ y − a ∗ x4 − bx2 − c = 0
(a, b, c parametry krzywej) jako najlepiej pasuj¡c¡ do tych punktów je±li:

m∑
k=1

|yk − a ∗ x4
k − bx2

k − c|2 = min
â,b̂,ĉ

m∑
k=1

|yk − â ∗ x4
k − b̂ ∗ x2

k − ĉ|2

Sformuªuj zadanie znalezienia parametrów takiej krzywej jako liniowe zadanie naj-
mniejszych kwadratów (LZNK) dla danych m punktów. Okre±l jakie warunki musz¡
speªnia¢ punkty aby to zadania miaªo jednoznaczne rozwi¡zanie dla m ≥ 0. Wy-
znacz koszt rozwi¡zania tego LZNK zadania przy pomocy algorytmu Householdera
wzgl¦dem m tzn jako CHm

p + O(mp−1) dla CH staªej dodatniej i p wykªadnika
naturalnego.

Zadanie 2 Niech A macierz n + 1 × n kolumnami regularna trójdiagonalna tzn. wszystkie
elementy takie, »e |i − j| > 1 s¡ równe zero. Jak rozwi¡za¢ LZNK z tak¡ macie-
rz¡ kosztem rz¦du C1n + C2 dla C1, C2 staªych dodatnich z u»yciem rozkªadu QR
uzyskanym z wykorzystaniem macierzy Householdera.

Zadanie 3 Rozpatrzmy macierz A wymiaru (n+ 1)× n tak¡ »e jesli zapisuj¡c blokowo mamy:

A =

(
A1

~b1
0 b2

)

dla A1 macierzy n× (n− 1) i wektora ~b =

(
~b1
b2

)
z b2 ró»nym od zera i ~b1 wektorem

wymiaru n. Znamy macierze: górnotrójk¡tn¡ max rz¦du R wymiaru n × (n − 1) i
Q1 ortogonaln¡ wymiaru n× n »e

A1 = Q1R.

oraz potra�my policzy¢ iloczyn Q1x lub QT
1 x kosztem liniowym tzn. Cn dla pewnej

staªej C. Czy macierz A jest kolumnami regularna? A je±li tak to jak mo»liwie
tanio znale¹¢ rozkªad QR macierzy A z Q ortogonaln¡? Podaj koszt jako funkcj¦
postaci C2n

p +O(np−1) dla najni»szego mo»liwego p naturalnego i jakiej± staªej C2.
Mo»na rozwa»y¢ dwa przypadki - pierwszy kiedy explicite wyliczamy Q a drugi gdy
otrzymujemy Q jako iloczyn odpowiednio dobranych macierzy ortogonalnych.

Zadanie 4 Dla macierzy A = [3,−1;−1, 3] zastosowano metod¦ pot¦gow¡ (z normowaniem
przez norm¦ drug¡ tzn. ‖xk‖2 = 1) z x0 = [1; 0]. Czy otrzymany ci¡g lub podci¡g
wektorów xk zbiegnie? Je±li tak to policz odpowiedni¡ granic¦. Czy istnieje granica
rk = xTkAxk/‖xk‖22? (notacja octave'a - ; oddziela wiersze)

Zadanie 5 Dla macierzy A = [10,−1;−1, 10] zastosowano odwrotn¡ metod¦ pot¦gow¡ z para-
metrem 8 (z normowaniem przez norm¦ drug¡ tzn. ‖xk‖2 = 1) z x0 = [1; 0]. Czy
otrzymany ci¡g lub podci¡g wektorów xk zbiegnie? Je±li tak to policz odpowiedni¡
granic¦. Czy istnieje granica rk = xTkAxk/‖xk‖22? (notacja octave'a - ; oddziela
wiersze)



Zadanie 6 Czy mo»emy stwierdzi¢ »e ‖f − w‖∞,[−1,1] ≤ 0.1 dla funkcji f(x) = sin(x) i w(x)
wielomianu interpolacyjnego Lagrange'a stopnia co najwy»ej dwa takiego, »e sin(j) =
w(j) dla j = −1, 0, 1.

Zadanie 7 Oszacuj bª¡d ek,3 := ‖fk−wk,3‖∞,[0,10] dla f1(x) = sin(x), f2 = log(1 +x) i wk,N wie-
lomianu interpolacyjnego Lagrange'a stopnia co najwy»ej N interpoluj¡cego funkcj¦
fk w N + 1 w¦zªach równoodlegªych.

Zadanie 8 Oszacuj bª¡d ek,N := ‖fk−wk,N‖∞,[0,10] dla f1(x) = sin(x), f2 = log(1+x) i wk,N wie-
lomianu interpolacyjnego Lagrange'a stopnia co najwy»ej N interpoluj¡cego funkcj¦
fk w N + 1 w¦zªach Czebyszewa. Czy w obu przypadkach zachodzi: ek,N → 0 dla
N →∞?

Zadanie 9 Rozpatrzmy w funkcje na [−1, 2] tak¡, »e w obci¦te do [−1, 0] jest wielomianem linio-
wym, w na [0, 2] jest wielomianem kwadratowym (tzn stopnia co najwy»ej dwa) oraz
w(k) = f(k) dla k = −1, 0, 1, 2. Czy taka funkcja w jest wyznaczona jednoznacznie?
Oszacuj mo»liwie dokªadnie bª¡d e := ‖f − w‖∞,[−1,2] dla f(x) = sin(4π ∗ x).

Zadanie 10 Dla A nieosobliwej takiej, »e dla ustalonej liczby b macierz A− b ∗ I jest nieosobliwa
i speªnia A− b ∗ I = QZ dla Q ortogonalnej, Z nieosobliwej de�niujemy macierz

C := ZQ+ b ∗ I

Czy C jest podobna do macierzy A? Tzn czy istnieje taka macierz nieosobliwa W ,
»e WCW−1 = A? Czy znaj¡c Z,Q, b mo»emy t¦ macierz wyznaczy¢?

Zadanie 11 Dla danych ró»nych w¦zªów {xk}nk=0 ⊂ [a, b] niech {lk}nk=0 b¦dzie baz¡ Lagrange'a
Pn a dla tych w¦zªów, i niech Lnf wielomian interpoluj¡cy dan¡ funkcj¦ ci¡gª¡
f ∈ C([a, b]) w tych w¦zªach. Poka» , »e

‖Lnf‖∞,[a,b] ≤ (
N∑
k=0

‖lk‖∞,[a,b])‖f‖∞,[a,b].

Zadanie 12 (trudne) Poka», »e dla k + 1 ró»nych punktów ró»nica dzielona speªnia:

f [x0, . . . , xk] =
k∑
j=0

f(xj)

Πk
i=0
i 6=j

(xj − xi)

Zadanie 13 Niech (xk)
n
k=0 b¦d¡ ró»nymi w¦zªami. Znajd¹ wspóªczynniki wielomianu

n∑
k=0

x4
k

Πn
j=0
j 6=k

(x− xj)

Πn
j=0
j 6=k

(xk − xj)

w bazie pot¦gowej (1, x, . . . , xn) dla n = 10.

Zadanie 14 Na odcinku [0, 10] mamy w¦zªy równo-odlegªe: {xk}Nk=0 z xk = k ∗ h dla h = 10
N
.

Dla danej funkcji f(x) = sin(4 ∗ x) szukamy funkcj¦ ci¡gª¡ s ∈ C([a, b]) tak¡, »e na
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ka»dym pod-odcinku (xk, xk+1) ta funkcja s jest wielomianem stopnia co najwy»ej
dwa i speªnia warunki interpolacyjne:

s(xk) = f(xk) k = 0, . . . , N

s

(
xk + xk+1

2

)
= f

(
xk + xk+1

2

)
k = 0, . . . , N − 1.

(a) Czy taka funkcja jest wyznaczona jednoznacznie?

(b) Wyznacz mo»liwie maª¡ staª¡ C > 0 niezale»n¡ od h tak¡, »e

‖f − s‖∞,[0,10] ≤ C h3.

Zadanie 15 (trudne) Na odcinku [a, b] mamy zadane w¦zªy : a = x0 < . . . < xN = b. Niech s
splajn kubiczny na tym podziale odcinka (czyli funkcja w C2([a, b]) na pod-odcinkach
b¦d¡ca wielomianem kubicznym) naturalny tzn. s′′(a) = s′′(b) = 0 i f ∈ C2([a, b])
taka, »e

f(xk) = 0 k = 0, . . . , N.

Poka», »e ∫ b

a

f (2)s(2) dx = 0.

Na kartkówce nie b¦dzie zada« oznaczonych jako trudne. Norma supremum to

‖f‖∞,[a,b] :=
∑
x∈[a,b]

|f(x)|.

By¢ mo»e dodam jakie± zadania z interpolacji czy splajnów ale ich na kartkówce ju» nie
b¦dzie.
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