Seria druga - NAL - uklady rownan

Na koncu za zadaniami jest krotki dodatek z wiadomo$ciami potrzebnymi do rozwigzania nie-
ktorych zadan.

Zadanie 1

Zadanie 2

Zadanie 3

Zadanie 4

Zadanie 5

Rozpatrzmy macierz kwadratowa wymiaru (m+2) x (m+2) dla m > 2 zapisana w
C

BT 0
czynniki rozktadu QR mamy dane (tzn znamy ortogonalna ) i gornotrojkatna R
takie, ze C'= QR), B macierz m x 2 maksymalnego rzedu.

formie blokowej A = ), gdzie C dana nieosobliwa macierz m x m, ktorej

(a) Zaproponuj algorytm rozwiazania uktadu rownan liniowych A7 = f mozliwie
niskim kosztem przy zalozeniu, ze A nieosobliwa.
(b) Oszacuj ten koszt w terminach Cym? + O(mP~1) dlap =1,2,3,...1 O] stalej.

(c) Czy przy powyzszych zalozeniach A jest nieosobliwa? Jesli nie to podaj moz-
liwy do sprawdzenia mozliwie tanio warunek na C'i B, aby A byla nieosobliwa.

(Uktad z macierza trojdiagonalng cykliczna) Rozpatrzmy uklad rownan liniowych
Az = f z wektorem prawej strony f = (f1,..., )" i A macierza rzeczywista n x n,
majaca elementy niezerowe tylko w rogach i na 3 gtéwnych diagonalach tzn:

a; C 0 0 dl
bi ax ¢ 5 0
A 0 .. - 0

bn—3 an—2 Cp—2 0
bn72 Ap—1 Cp—1

d, 0 - 0 b1 ayp

silnie diagonalnie dominujacg wierszowo. Opisz w pseudokodzie algorytm rozwiazy-
wania tego uktadu bedacy odpowiednig wersja eliminacji Gaussa (rozkladu LU) bez
wybory elementu gléwnego mozliwie niskim koszcie wzgledem n. Podaj ten koszt
(jako Cn? + O(nP~!) dla stalej dodatniej C' i p naturalnego).

Znajdz mozliwe duze ¢ > 0 i mozliwie mate C' > 0, Ze dla normy wektorowej w R*:
I3 = /Sy a2 rachodsi

VieRE  o|dl < |7 < O],
State ¢, C' nazywamy stalymi rownowazno$ci miedzy norma druga a norma || - ||

Dla macierzy A wymiaru 10 x 10 z Zadania 2] dla ay = d, = —bp, = —¢, = 1
dla wszystkich odpowiednich k, oblicz indukowana norme maksimum tzn. ||A| i
wyznacz taki wektor x r6zny od zera, ze ||z||«||Allcc = [|[AZ|l. Czy wektor z jest
wyznaczony jednoznacznie (z dokladnoscia do przemnozenia przez —1)7

Czy istnieje warto$¢ parametru 7 dla ktorego metoda Richardsona bedzie zbiezna
(dla dowolnego ) dla uktadu rownan z macierza:

(5 3)



Zadanie 6 Dla jakich wartosci parametru s nastepujaca metoda iteracyjna bedzie zbiezna:

b)) E),C)

dla g1, go ustalonych wartosci.

Zadanie 7 Rozpatrzmy macierz symetryczng A € R19919 o wartogciach wlasnych {1,...,100}

z odpowiednimi wektorami wlasnymi g, tj. Agr = k % qx. Chcemy znalezé¢ roz-
wigzanie ukladu rownan Az* = b. Znamy x, takie, ze o — x* = 21195:1 arq dla ay
wspotczynnikow. Okredl czy metoda Richardsona bedzie zbiezna dla nastepujach
wartosci parametru 7:

e 7=10.01
o T=1
o 7=0.1.
W przypadku zbieznosci oszacuj blad Hi:ii“j dla 7}, k tej iteracji metody.

Zadanie 8 Niech A = (au)} =, macierz symetryczna i nieosobliwa o warto$ciach whasnych
nalezacych do przedziatu [—1,2]. Do rozwiazania uktadu réwnan liniowych Bz* = b
7z macierza B = [+ Ax A zastosowano metode iteracyjng Richardsona z parametrem
7 = 1/8 imetode CG. Okresl czy obie metody zbiegna do x*i w przypadku zbieznosci
oszacuj odpowiedni btad:

|2 — 25" l=* — 25l
lo* = af™ls" lla* — 255"

gdzie xlf" dziewiata iteracja Richardsona a x5% - dziewiata iteracja CG

Appendix

Wiadomoéci z tego dodatku sg rowniez w skrypcie wykladowcey ale sa to informacje niezbedne
do rozwiazania niektorych zadar.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym zbieznosci metody z, = Bxp_1 + g dla dowolnego
zo € RY do punktu stalego: z* = Bx* + g, (B macierz iteracji taka, ze (I — B) nieosobliwa) jest
to aby

p(B) = max Al <1

Tuo(Ad) ={NeC:det(A-X)=0} ={\ e C: 3z e C" x+#0iAr = \z} to spektrum
(widmo) macierzy A czyli zbior wartodci wlasnych A- Wektor = # 0 taki, ze Ax = A\x nazywamy
wektorem wlasnym dla A warto$ci wlasnej i (A, x) nazywamy para wlasna. Prosze zauwazy¢,
ze p(xr) = det(A — x = I) jest wielomianem stopnia N, tak wiec zawsze istnieje N wartosci
wilasnych (wliczajac krotnosci). W przypadku wartosci wlasnych nierzeczywistych sa to zawsze
pary sprzezone (o ile A € RY) tzn. jesli (\, ) para wlasna to ()\,Z) tez para wtasna (zadanie),
kreska oznacza sprzezenie zespolone.

Dla A = AT wartosci wlasne sg rzeczywiste, co wiecej istnieje macierz ortogonalna @ (tzn.
QTQ = QTQ = 1) taka, ze A = QAQT dla A = diag(\i, \s, ..., \y) macierzy diagonalnej z
wartosciami wlasnymi na diagonali. Proste zadanie to pokazanie, ze wtedy p(A) = || A||2, stad
tez nazwa 2 normy macierzy jako norma spektralna.



