
Seria druga - NAL - ukªady równa«

Na ko«cu za zadaniami jest krótki dodatek z wiadomo±ciami potrzebnymi do rozwi¡zania nie-
których zada«.

Zadanie 1 Rozpatrzmy macierz kwadratow¡ wymiaru (m+ 2)× (m+ 2) dla m ≥ 2 zapisan¡ w

formie blokowej A =

(
C B
BT 0

)
, gdzie C dana nieosobliwa macierz m ×m, której

czynniki rozkªadu QR mamy dane (tzn znamy ortogonaln¡ Q i górnotrójk¡tn¡ R
takie, »e C = QR), B macierz m× 2 maksymalnego rz¦du.

(a) Zaproponuj algorytm rozwi¡zania ukªadu równa« liniowych A~x = ~f mo»liwie
niskim kosztem przy zaªo»eniu, »e A nieosobliwa.

(b) Oszacuj ten koszt w terminach C1m
p +O(mp−1) dla p = 1, 2, 3, . . . i C1 staªej.

(c) Czy przy powy»szych zaªo»eniach A jest nieosobliwa? Je±li nie to podaj mo»-
liwy do sprawdzenia mo»liwie tanio warunek na C i B, aby A byªa nieosobliwa.

Zadanie 2 (Ukªad z macierz¡ trójdiagonaln¡ cykliczn¡) Rozpatrzmy ukªad równa« liniowych
Ax = f z wektorem prawej strony f = (f1, . . . , fn)T i A macierz¡ rzeczywist¡ n×n,
maj¡c¡ elementy niezerowe tylko w rogach i na 3 gªównych diagonalach tzn:

A =



a1 c1 0 · · · 0 d1

b1 a2 c2
... 0

0
. . . . . . . . . 0

...
... bn−3 an−2 cn−2 0

bn−2 an−1 cn−1

d2 0 · · · 0 bn−1 an


silnie diagonalnie dominuj¡c¡ wierszowo. Opisz w pseudokodzie algorytm rozwi¡zy-
wania tego ukªadu b¦d¡cy odpowiedni¡ wersj¡ eliminacji Gaussa (rozkªadu LU) bez
wybory elementu gªównego mo»liwie niskim koszcie wzgl¦dem n. Podaj ten koszt
(jako Cnp +O(np−1) dla staªej dodatniej C i p naturalnego).

Zadanie 3 Znajd¹ mo»liwe du»e c > 0 i mo»liwie maªe C > 0, »e dla normy wektorowej w Rk:

‖~x‖ =
√∑k

j=1 j
−1|xj|2 zachodzi

∀~x ∈ Rk c‖~x‖2 ≤ ‖~x‖ ≤ C‖~x‖2

Staªe c, C nazywamy staªymi równowa»no±ci mi¦dzy norm¡ drug¡ a norm¡ ‖ · ‖.

Zadanie 4 Dla macierzy A wymiaru 10 × 10 z Zadania 2 dla ak = dk = −bk = −ck = 1
dla wszystkich odpowiednich k, oblicz indukowan¡ norm¦ maksimum tzn. ‖A‖∞ i
wyznacz taki wektor x ró»ny od zera, »e ‖x‖∞‖A‖∞ = ‖Ax‖∞. Czy wektor x jest
wyznaczony jednoznacznie (z dokªadno±ci¡ do przemno»enia przez −1)?

Zadanie 5 Czy istnieje warto±¢ parametru τ dla którego metoda Richardsona b¦dzie zbie»na
(dla dowolnego x0) dla ukªadu równa« z macierz¡:(

1 −2
−2 3

)

1



Zadanie 6 Dla jakich warto±ci parametru s nastepuj¡ca metoda iteracyjna b¦dzie zbie»na:(
1 s
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+
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)
dla g1, g2 ustalonych warto±ci.

Zadanie 7 Rozpatrzmy macierz symetryczn¡ A ∈ R100,100 o warto±ciach wªasnych {1, . . . , 100}
z odpowiednimi wektorami wªasnymi qk, tj. Aqk = k ∗ qk. Chcemy znale¹¢ roz-
wi¡»anie ukªadu równa« Ax∗ = b. Znamy x0 takie, »e x0 − x∗ =

∑15
k=1 akqk dla ak

wspóªczynników. Okre±l czy metoda Richardsona b¦dzie zbie»na dla nastepuj¡ch
warto±ci parametru τ :

• τ = 0.01

• τ = 1

• τ = 0.1.

W przypadku zbie»no±ci oszacuj bª¡d ‖x
∗−x2‖2

‖x∗−x0‖2 dla xk k tej iteracji metody.

Zadanie 8 Niech A = (akl)
n
k,l=1 macierz symetryczna i nieosobliwa o warto±ciach wªasnych

nale»¡cych do przedziaªu [−1, 2]. Do rozwi¡zania ukªadu równa« liniowych Bx∗ = b
z macierz¡ B = I+A∗A zastosowano metod¦ iteracyjn¡ Richardsona z parametrem
τ = 1/8 i metod¦ CG. Okre±l czy obie metody zbiegn¡ do x∗i w przypadku zbie»no±ci
oszacuj odpowiedni bª¡d:

‖x∗ − xRich9 ‖B
‖x∗ − xRich0 ‖B

,
‖x∗ − xCG9 ‖B
‖x∗ − xCG0 ‖B

,

gdzie xRich9 dziewi¡ta iteracja Richardsona a xCG9 - dziewi¡ta iteracja CG

Appendix

Wiadomo±ci z tego dodatku s¡ równie» w skrypcie wykªadowcy ale s¡ to informacje niezb¦dne
do rozwi¡zania niektórych zada«.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym zbie»no±ci metody xk = Bxk−1 + g dla dowolnego
x0 ∈ RN do punktu staªego: x∗ = Bx∗+ g, (B macierz iteracji taka, »e (I −B) nieosobliwa) jest
to aby

ρ(B) = max
λ∈σ(A)

|λk| < 1

Tu σ(A) = {λ ∈ C : det(A − λI) = 0} = {λ ∈ C : ∃x ∈ CN , x 6= 0 i Ax = λx} to spektrum
(widmo) macierzy A czyli zbiór warto±ci wªasnych A· Wektor x 6= 0 taki, »e Ax = λx nazywamy
wektorem wªasnym dla λ warto±ci wªasnej i (λ, x) nazywamy par¡ wªasn¡. Prosz¦ zauwa»y¢,
»e p(x) = det(A − x ∗ I) jest wielomianem stopnia N , tak wi¦c zawsze istnieje N warto±ci
wªasnych (wliczaj¡c krotno±ci). W przypadku warto±ci wªasnych nierzeczywistych s¡ to zawsze
pary sprz¦»one (o ile A ∈ RN) tzn. je±li (λ, x) para wªasna to (λ, x) te» para wªasna (zadanie),
kreska oznacza sprz¦»enie zespolone.

Dla A = AT warto±ci wªasne s¡ rzeczywiste, co wi¦cej istnieje macierz ortogonalna Q (tzn.
QTQ = QTQ = I) taka, »e A = QΛQT dla Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λN) macierzy diagonalnej z
warto±ciami wªasnymi na diagonali. Proste zadanie to pokazanie, »e wtedy ρ(A) = ‖A‖2, st¡d
te» nazwa 2 normy macierzy jako norma spektralna.
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