
Seria czwarta - kwadratury

Zadanie 1 Poka» »e dla dodatniej wagi parzystej ω (tzn. ω(−x) = ω(x)) wielomian ortogo-
nalny stopnia parzystego w iloczynie skalarnym typu L2

ω(−a, a): (f, g)L2
ω(−a,a) :=∫ a

−a
ωfg dx jest funkcj¡ parzyst¡.

Zadanie 2 Wiedz¡c, »e dla danej dodatniej wagi ω zachodzi:∫ 3

−1

xkω dx =

{
0 k nieparzyste

1
k+1

w.p.p.
k = 0, . . . , 8

• znajd¹ pierwsze cztery wielomiany ortogonalne Tk k = 1, 2, 3, 4 w iloczynie
skalarnym (f, g) :=

∫ 3

−1
ωfg dx.

• znajd¹ kwadratur¦ Gaussa obliczania
∫ 3

−1
fω dx rz¦du cztery.

WSK:W pierwszym podpunkcie mo»na skorzysta¢ z ortogonalizacji Gramma-Schmidta
lub reguªy tróczªonowej - por. notatki z wykªadu. W drugim podpunkcie nale»y sko-
rzysta¢ z pierwszego.

Zadanie 3 Znajd¹ kwadratur¦ maksymalnego rz¦du opart¡ o dwa w¦zªy w tym jeden równy
zero dla obliczania

∫ 3

−1
f dx tzn Qf = Af(0) +Bf(θ) dla θ ∈ [−1, 3].

Zadanie 4 Rozpatrzmy kwadratur¦ P[a,b]f = (b− a) ∗ f((a+ b)/2) dla
∫ b

a
f dt.

(a) Znajd¹ jej rz¡d.

(b) Poka» oszacowania bª¦du

|
∫ b

a

f dt− P[a,b]f | ≤ cj‖f (j)‖∞,[a,b](b− a)j+1

dla f ∈ Cj([a, b]) dla j = 1, 2. (Tu cj staªe niezale»ne od f ani a, b. ) Przypadek
j = 2 jest trudny.

(c) Konstruujemy kwadratur¦ zªo»on¡ prostok¡tów dla caªki
∫ d

c
f(x) dx:

Pnf :=
N∑

k=1

P[xk−1,xk]f = h
N∑

k=1

f(xk − h/2)

dla h = (d− c)/N i xk = c+ k ∗ h. Poka», »e

eN = |
∫ d

c

f dt− PNf | ≤ djh
j‖f (j)‖∞,[c,d]

dla j = 1, 2. (Tu dj staªe niezale»ne od f ani N czy h. )

(d) Poka», »e limn→∞ eN = 0 dla f dowolnej ci¡gªej (pochodna mo»e nie istnie¢).

Wsk: Trzeci podpunkt wynika z drugiego.


