
Seria pierwsza - równania nieliniowe

Prosz¦ rozwi¡za¢ w formie pisemnej zadania nr 1 i 2, pozostaªe zadania dla ch¦tnych cho¢
ªatwe. Ka»de zadanie na oddzielnej kartce na 9 listopada 2011 (termin III ¢wicze« tablicowych)
- sprawdzone i ocenione mog¡ by¢ tylko niektóre (jedno lub dwa). Nie przyjmuje zada« mailem
ani przed czy po wymienionej dacie.

Zadanie 1 (pisemnie) Aby znale¹¢ pierwiastek trzeciego stopnia z 5 czyli x∗ = 51/3, dla rów-
nania f(x) = x3 − 5 = 0 z rozwi¡zaniem x∗ = 51/3 zastosowano metod¦ Newtona.

• Poka», »e dla dowolnego x0 > 0 zachodzi xk ≥ x∗.

• udowodnij, »e dla dowolnego x0 > 0 metoda zbiegnie do x∗.

• Policz granice en+1

e2
n

(o ile istnieje) dla en = xn − x∗.
• We¹my x0 > x∗ czy wtedy prawdziwe jest oszacowanie en+1 ≤ Len dla n ≥ 0
ze staª¡ L < 1?

Zadanie 2 (pisemnie)Do rozwi¡zania przybli»onego równa« f(x) = x ∗ sin(x − 3) i g(x) =
(x−3)2 exp(x) których rozwi¡zaniem jest x∗ = 3 zastosowano metod¦ Newtona. Czy
w obu przypadkach metoda b¦dzie zbie»na lokalnie (dla x0 przybli»enia startowego
dostatecznie bliskiego x∗)? Je±li tak to okre±l wykªadnik (rz¡d) zbie»no±ci w obu
przypadkach.

Zadanie 3 Poka», »e równanie x∗ − 0.4 ∗ cos(x∗) = 7 ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie i »e
nast¦puj¡ca metoda iteracyjna xn = 0.4 ∗ cos(xn−1) + 7 zbiegnie dla dowolnego
x0 ∈ R do rozwi¡zania tego równania. Oszacuj mo»liwie dobrze bª¡d |x8 − x∗| dla
x0 = 7.

Zadanie 4 Do rozwi¡zania zadania f(x∗) = 0 dla f(x) = exp(x) − a dla ustalonego a ∈ (1, 4)
zastosowano metod¦ iteracyjn¡, która w 9-tej iteracji zwróciªa x9 > 0 takie »e mamy
|f(x9)| = 1e − 7. Czy na tej podstawie mo»emy stwierdzi¢, »e |x9 − x∗| ≤ 1e − 6?
Uzasadni¢.

WSK: Skorzysta¢ z tw. o warto±ci ±redniej i tego »e f(x∗) = 0.

Rozwi¡zania zada« powinny by¢ uzasadnione. Mo»na powoªywa¢ si¦ na wyniki z wykªadu czy z
¢wicze« o ile zostaªy na tych ¢wiczeniach udowodnione i wtedy je±li to wyniki z ¢wicze« to nale»y
je precyzyjnie sformuªowa¢.

Szkic rozwi¡za«

Zadanie 1 Zaªó»my x0 6= x∗. Proste obliczenia pokazuj¡
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Z tego wzoru od razu widzimy, »e en+1 > 0 o ile xn > 0 i indukcja dowodzi pierwszego
podpunktu. Dalej dla n > 0

0 < en+1 = en

(
x2

n − x∗xn + x2
n − (x∗)2

3x2
n

)
≤ en

1

3

(
1− x∗

xn

−
(
x∗

xn

)2
)
≤ en

1

3



tu wykorzystali±my fakt dodatnio±ci en i en+1. Zatem otrzymali±my »e L = 1/3 w
ostatnim podpunkcie a to dowodzi te» zbie»no±ci metody. Z kolei ze zbie»no±ci i
pierwszego wzoru na bª¡d otrzymujemy, »e en+1

e2
n

zbiega do 1/x∗.

Zadanie 2 Funkcje s¡ gªadkie wystarczy wi¦c policzy¢ pochodne w x∗ = 3, dla pierwszej funkcji
pochodna jest w x∗ = 3 ró»na od zera a dla drugiej równa zero ale druga pochodna
jest ju» niezerowa. Zatem z twierdzenia z wykªadu dla f metoda zbiega lokalnie
kwadratowo, a dla g na podstawie zadania z ¢wicze« liniowo (z asymptotycznym
wykªadnikiem 1/2 tzn. metoda zbiega dla dostatecznie dobrego x0 i limn

en+1

en
= 0.5).

Oczywi±cie mo»na to te» udowodni¢ powtarzaj¡c albo dowód twierdzenia z wykªadu
albo rozwi¡zanie zadania z ¢wicze«.
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