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Je±li kto± znajdzie jakie± bª¦dy w tre±ci, niejasne sformuªowania, literówki etc to prosz¦ o kontakt mailowy, z
góry dzi¦kuj¦

1. Znajd¹ P,Q macierze permutacji i L,R czynniki rozkªadu PAQT = L ∗R dla macierzy:

A =

 1 1 2 2 3
2 2 4 4 4
1 1 3 2 −1


2. Wyznacz indeksy kolumn macierzy A z poprzedniego zadania takie »e te kolumny o tych indeksach tworz¡

baz¦ R(A) oraz wyznacz baz¦ N(A), sprawd¹ czy ukªad A~x = (1, 1, 1)T ma rozwi¡zanie - je±li tak to je
wyznacz (rozwi¡zanie ogólne).

3. Wyka», »e ukªad równa« A ∗ ~x = ~b, gdzie A ∈ Km,n, jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy gdy równanie
~0T ∗ ~x = 1 nie jest kombinacj¡ liniow¡ równa« tego ukªadu tzn istnieje taki wektor ~a »e ~aTA = ~0 i ~aT~b = 1.
(~0 = [0, . . . , 0]T ∈ Kn)

4. Mamy macierz

B =
(

A 3A
2A αA

)
gdzie A macierz rzeczywista nieosobliwa n× n. Dla jakich warto±ci α ukªad B~x = ~b jest oznaczony.

5. Poka» »e dla dowolnej macierzy A ∈ Km,n istniej¡ nieosobliwe macierze B,C takie »e

BAC =
(
I 0
0 0

)
6. Poka»e ze dla macierzy A,B ∈ Km,n istniej¡ nieosobliwe C,D takie »e CAD = B wtedy i tylko wtedy gdy
r(A) = r(B).

7. V,W przestrzenie liniowe wymiaru n,m odpowiednio. Mamy f : V →W przeksztaªcenie liniowe dla którego
dim(Im f) = k. Niech A macierz Km,n. Poka» »e A macierz przeksztaªcenia f w pewnych bazach wtedy i
tylko wtedy gdy r(A) = k.

8. Niech V,W przestrzenie liniowe przy czym W ma baz¦ (w1, . . . , wm). Poka» »e F : V →W jest przeksztaª-
ceniem liniowym wtedy i tylko wtedy gdy istniej¡ fk ∈ V ∗ dla k = 1, . . . ,m takie »e F (x) =

∑m
k=1 fk(x)wk

dla x ∈ V .

9. Niech V przestrze« ci¡gów rzeczywistych tzn (xk)∞k=1 i niech

T1((x1, x2, x3 . . .)) = (0, x1, x2, . . .).

Poka» »e T1 : V → V jest przeksztaªceniem liniowym Opisz Im T1 i Ker T1. Czy istnieje przeksztaªcenie
lewostronnie odwrotne do T1 tzn G : V → V takie »e G ◦ T1 = Id tj. G(T1(x)) = x dla x ∈ V ?

10. Niech A,B ∈ Rm,n. Znajd¹ warunek konieczny i dostateczny na to aby A,B byªy macierzami tego samego
przeksztaªcenia liniowego F : Rn → Rn. (zazwyczaj w innych bazach)

11. Niech f : P 3
R → P 2

R zade�niowane jako f(w) = w(0) + w(−1) + (2 ∗ w(1) + w(2)) ∗ x. Znajd¹ macierz tego
przeksztaªcenia liniowego w bazach (1, x, x2) i (1, x). Znajd¹ bazy Ker f i Im f . Czy istniej¡ takie bazy
(v1, v2, v3) i (w1, w2) aby macierz

B =
(

1 0 1
1 1 −2

)
byªa macierz¡ przeksztaªcenia liniowego f w tych bazach?
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12. Niech f : V → W przeksztaªcenie liniowe ma w bazach A = (v1, . . . , vn) i B = (w1, . . . , wm) macierz p.
liniowego C ∈ Km,n. Zde�niujmy przeksztaªcenie dualne jako f∗ : W ∗ → V ∗ zde�niowane jako

f∗(w∗)(v) = w∗(f(v)) ∀w∗ ∈W ∗ ∀v ∈ V.

Poka», »e f∗ poprawnie zde�niowane przeksztaªcenie liniowe. Znajd¹ macierz tego przeksztaªcenia w bazach
dualnych do baz B,A odpowiednio.

13. Powiemy ze P : V → V jest rzutem o ile P przeksztaªcenie liniowe i zachodzi

P ◦ P = P

Poka» »e

• (I − P ) te» rzut (I przeksztaªcenie identyczno±ciowe),

• Ker P = Im (I − P ) oraz V = Im P ⊕Ker P ,
• przy zaªo»nie »e V n wymiarowa, istnieje baza (v1, . . . , vn) przestrzeni V w której macierz przeksztaª-
cenia P jest diagonalna z jedynkami i zerami na diagonali.

14. Czy istnieje takie przeksztaªcenie liniowe F : V → V »e macierz tego przeksztaªcenia w dowolnej bazie jest
macierz¡ identyczno±ci I?
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