
GAL ZADANIA DOMOWE - Czwarta seria

Leszek Marcinkowski

Zadania 1 za 10 pkt, zadania 2-4 po 5pkt na kartkach na wtorek 13 stycznia 2008. Pozostaªe dla ch¦tnych.

Je±li kto± znajdzie jakie± bª¦dy w tre±ci, niejasne sformuªowania, literówki etc to prosz¦ o kontakt mailowy, z
góry dzi¦kuj¦

Zadania pisemne 1-4

1. (10 pktów) Mamy funkcjonaªy liniowe fk w (C8)∗ zade�niowane jako fk(~x) = ~aT
k ∗ ~x

dla
~ak = ik~ek − ik~ek+1 k = 1, . . . , 7, ~a8 = i8 ~e8,

tutaj ~ek kty wersor.

• poka» »e (fk)8k=1 = (f1, . . . , f8) baza w (C8)∗

• znajd¹ baz¦ sprz¦»on¡ w C8 tzn takie wektory (~bk)k »e fk(~bk) = 1 i fk(~bj) = 0 dla j 6= k.

• znajd¹ wspóªczynniki funkcjonaªu f(~x) = x1 w bazie (fk)8k=1.

2. Dla fk ∈ (P5
R)∗ takich »e f1(p) = p(−1) + 3p(0) + p(1), f2(p) = p(2) − p(−2) i f3(p) = p′(0) de�niujemy

X = {p ∈ P5 : f1(p) = f2(p) = f3(p) = 0}. Znajd¹ wymiary przestrzeni X oraz P5/X (czyli przestrzeni
warstw modulo X).

(Przypomnienie dla p(x) =
∑n

k=0 akx
k wielomianu stopnia n de�niujemy p′(x) =

∑n
k=1 akkx

k−1)

3. Dla V = (1, x, x2) ∈ (P3
R)1,3 mamy »e W := V ∗ C dla

C =

 1 1 0 1
1 0 −2 1
−2 −1 2 −2

 ∈ R3,4

• Znajd¹ rz¡d i baz¦ obrazu C.

• Znajd¹ baz¦ i wymiar N(C) i sprawd¹ czy ukªad równa« C~v = (1 0 − 1)T ma rozwi¡zanie - je±li tak
to je znajd¹ (wszystkie rozwi¡zania jakie s¡).

• Czy p(x) = 1− x2 nale»y do powªoki liniowej ukªadu W czyli czy jest kombinacj¡ liniow¡ elementów z
W, jesli tak to znajd¹ wspólczynniki tej funkcji w tym ukªadzie.

4. Mamy podprzestrze«
X = Span(sin(x), sin(2x), sin(4x), sin(8x))

przestrzeni funkcji ci¡gªych rzeczywistych C(R) oraz cztery funkcjonaªy φk ∈ X∗ takie, »e φk(f) = f(xk)
dla czterech punktów xk ∈ R.

• Czy istniej¡ takie punkty xk, k = 1, 2, 3, 4 »e ukªad (φk)4k=1 tworzy baz¦ X∗?

• Czy prawd¡ jest »e dla dowolnych xk ukªad (φk)4k=1 jest baz¡ X∗?

Uzasadnij odpowiedzi.
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Zadania dla ch¦tnych, zadania trudniejsze s¡ odp. oznaczone, pozostaªe ka»dy powinien by¢

w stanie zrobi¢

Cz¦±¢ z nich albo mogªa by¢ czy dopiero b¦dzie na ¢wiczeniach ewent. byªa/b¦dzie zadana do domu.

5. Znajd¹ wymiar C(R)/Pn
R dla C(R) przestrzeni funkcji ci¡gªych rzeczywistych nad R i Pn

R przestrzeni wie-
lomianów stopnia < n.

6. Znajd¹ wymiar Ker g = {v ∈ V : g(v) = 0} i V/Ker g dla g ∈ V ∗ dla V p. liniowej nad ciaªem K.

7. (±rednio trudne) Znajd¹ wymiar i baz¦ C(R)/Y dla C(R) przestrzeni funkcji ci¡gªych rzeczywistych nad R
i Y = {f ∈ C(R) : f(0) = f(1) = 0}.

8. (±rednio trudne) Niech (f1, . . . , fk) ukªad niezale»nych liniowo funkcjonaªów w V ∗ dla p. liniowej V nad K n
wymiarowej. Przy czym n > k. Niech Kerg = {v ∈ V : g(v) = 0} dla g ∈ V ∗. Poka» »e dla fk+1 ∈ V ∗ mamy
»e (f1, . . . , fk+1) niezale»ny liniowo wtedy i tylko wtedy kiedy ∩k+1

j=1Kerfj 6= ∩k
j=1Kerfj . Znajd¹ wymiar

∩k
j=1Kerfj .

9. Niech fk k = 1, . . . , n funkcjonaªy liniowe w (Kn)∗ poka» »e istniej¡ wektory ~bk takie »e fk(~x) = ~bTk ∗ ~x i »e

(f1, . . . , fk) baza (Kn)∗ wtedy i tylko wtedy gdy macierz B = (~b1, . . . ,~bn) nieosobliwa. Je±li B nieosobliwa
to czy która± z macierzy B,B−1, BT , B−T zawiera jako kolumny wektory bazy sprz¦»onej do (fk)k w Kn?

2


