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Zadania 1-5 na wtorek 25 listopada 2008. Pozostale niepunktowane ale radzilbym sprébowaé je zrobié¢
przed kolokwium. Trudniesze odpowiednio oznaczytem.

Jesli ktos znajdzie jakie§ btedy w tresci, niejasne sformutowania, liter6wki etc to prosze o kontakt mailowy, z
gory dziekuje

Zadania pisemne 1-5

1. Mamy macierz rzeczywista 2n x 2n w postaci blokowej

I B
(0 7)
dla danej macierzy B formatu n x n takiej ze znamy || B||; i || B||1. Policz A2°%% oraz A=2008 .= (A~1)2008

oraz || Alloo 1 ||All1-

2. Dla macierzy rzeczywistej nxn E takiej ze (E);; = 1 dla j =i+1, oraz (E),1 = 1,1 (F);; = 0 w przeciwnym
przypadku tzn mamy jedynki na pierwszej naddiagonali i jedynke w dolnym lewym rogu i poza tym zera:

0 1 0 O
E=] 0 " 0
0 0 0 1
1 0 0 O

policz E¥ dla dowolnego k > 0, oraz || E||.

3. Policz norme druga indukowana oraz norme Frobeniusa dla macierzy rzeczywistej n x n postaci:

0 A1
A2

An 0

Norma Frobeniusa dla A = (a;;)7;—; € K™ [[A|p = /327, lai;|* przy K =R lub C.

4. Mamy podzbioér macierzy C™" G(c) zlozony z macierzy takich, ze suma elementéow w kazdym wierszu jest
stata réwna ustalonej liczbie ¢ € C. Okresl dla jakich wartosci ¢ iloczyn macierzy z tego zbioru tez nalezy
do tego zbioru tzn dla A, B € G(¢) mamy A x B € G(c).

5. Policz macierz odwrotng do macierzy gornotrojkatnej A = (a;;) takiej, ze a;; = 1 dla ¢ < j (czyli wszystkie
elementy rowne jeden na diagonali i nad nia) tzn

11 11
A= o
11

0 1



10.

11.

12.

13.

14.
15.

Zadania dla chetnych, zadania trudniejsze sa odp. oznaczone, pozostale kazdy powinien by¢
w stanie zrobié

Czesé z nich albo mogta by¢ czy dopiero bedzie na éwiczeniach ewent. byla/bedzie zadana do domu.
Dla danej macierzy gornotrojkatnej U = (u;;) € R™" znajdz warunek na to aby macierz U byta odwracalna
i napisz wzory pozwalajace obliczyé
e elementy wektora ¥ bedacego rozwiazaniem ukladu Ux = f dla danego dowolnego wektora f e R™
e eclementy macierzy odwrotnej U~! = B = (b;;)
(by¢ moze wzory rekurencyjne tzn np x; moze zaleze¢ od wezesniej obliczonego/ych x; dla j # k).
Dla A macierzy gornotrojkatnej z zadania 5 (wszystkie elementy na i nad diagonala to Jedynkl) -zaproponuj

mozliwie tani algorytm rozwiazywania uktadu réwnan AZ = f dla dowolnego wektora f € R™. Policz ilos¢
potrzebnych operacji arytmetycznych (mnozen, dodawan/odejmowarn i dzielen) w tym algorytmie.

Niech A macierz gornotrojkatna z zadania 5 (wszystkie elementy na i nad diagonalg to jedynki)

e 7najdz macierz odwrotng do macierzy B = A — 2 x I czyli na diagonali —1 nad diagonalg jedynki.

e Policz normy || Bl i [|B7!||0o i znajdz wektory i 7 takie ze || Z|loc = ||7]lco = 11 [|Blloo = || BZ||oo i
1B llso = 1B~ §lloo-

e Tresc jak w poprzednim podpunkcie ale norma co zastapiona przez normy z indeksem p = 1.

e Zaproponuj mozliwie tani algorytm rozwiazywania ukladu réwnan BT = f dla dowolnego wektora

f € R™ policz ilog¢ potrzebnych operacji arytmetycznych.

pokaz, ze jesli dla macierzy A € R™" istnieje wektor 0 # Z € R™ taki ze AZ = 0 to macierz jest osobliwa.
Czy jesli cialo R zastapimy dowolnym cialem tez to bedzie prawda? (implikacja w druga strone tez jest
prawdziwa ale dowdd wymaga troche wiecej wiedzy ktora dopiero bedzie na wykladzie)

Mamy macierz Z="> 2 x 2 nad ciatem Z; (dziatania modulo 7)
0 1
4=(e1)

Policz macierz odwrotng do macierzy dolnotréjkatnej zespolonej A = (a;;) takiej, ze agr, = 11 ax; =i dla
k > j (czyli wszystkie elementy rowne jeden na diagonali i pod nig rowne 7).

Znajdz macierz odwrotna do niej.

Sladem macierzy kwadratowej A = (a; ;) € K™", nazywamy slad(A) = 2?21 aj ;. Policz, dla dowolnych
macierzy A, B € K"™" wzory na
slad(A« BT),  slad(AT x B).

oraz podaj warunki na A i B dla ktérych zachodzi réwnosé tzn slad(A x BT) = slad(AT x B). (macierze
Ax BT i AT % B sa kwadratowe).

($rednio trudne) Niech A = (a;;) € R™™ C C™". Pokaz ze

IAfpme = sup IAZI2 IAZ]]2

——= = —— = [|All2,cn
ozzerr ||Zll2 oxzecn 712

czyli ze norma druga indukowana macierzy rzeczywistej jest réwna normie drugiej indukowanej tejze macierzy
traktowanej jako macierz zespolona.
Pokaz ze ||AAT || = [|[AT All2 = ||A]]3 = || AT|2 dl i istej

okaz ze || Iz = || Il = ||A||3 = ||A* |5 dla macierzy rzeczywistej n X n.

($rednio trudne) Pokaz ze dla A € C™"

[All2 < [[Allp < min(v/n, v/m)|[All2.



16.

17.
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21.

22.

Pokaz ze dla p = 1, 0o, F' i macierzy rzeczywistej n X n mamy
Al < 1Al

WSK: dla tych mamy macierzy mamy wzory (wyklad- ¢wiczenia-literatura)!

($rednio trudne) Czy ||A|maez = max; ; |a;;| dla macierzy n x n jest norma indukowang przez jaka$ norme
wektorowa w C™? (tzn czy istnieje norma wektorowa ||| - || taka, ze
1Az,

”A”maﬂc: T
ozzecn |IZ]]

Czy norma Frobeniusa moze by¢ indukowana przez jakas norme wektorowa w C"? (czyli pytanie jakw
poprzednim zadaniu ale dla normy Frobeniusa).

(trudne) Pokaz ze

e (nier6wnosc Younga) Dla dowolnego a,b > 01 p,q > 1 zachodzi
1 1 1 1

axb< —al + b7 -+-=1
p q P q

e (dyskretna nieréwnosé¢ Holdera) Dla dowolnych Z, ¢ € C" mamy
7 < 117,191l

dlap,g>1z % + % = 1. Dla p = ¢ = 2 mamy nieréwnosé¢ Schwarza!

e (nier6wnosé Minkowskiego) Dla 1 < p < oo dla dowolnych Z, ¢ € C™ mamy
17+ gllp < 121, + 151l

WSK: kolejny punkt wynika z poprzedniego

(§rednio trudne) Pokaz ze dla &1 = (z1,...,7,) € RL™ czyli funkcjonatu liniowego nad R mamy
i 11
[ e = smp I 2Vl g, Loy gy
g#0 7l p g

gdzie norma po lewej stronie jest p-ta norma macierzy indukowana w R>" a po prawej zwykla ¢-ta norma
wektorowa. Wsk: prosze zauwazy¢ ze |77 7|, = |#1 *g] i dla 1 < p < oo skorzystaé z nieréwnosci Holdera.

Pokaz ze ||Al|maz = max; j |a;;| jest norma w C™™ i ze

Az
[ Alas = sup 101
#20 %l
Pokaz ze || Allsum = 227 j— |aij| jest norma w C™" i ze
| AZ]x

HAHsum = sup

740 [|Z]/oo

Czy istnieje norma w C" taka ze || A||sum jest norma indukowana?



