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Problem przedtuzania funkgiji ciagtych

Problem. Niech C bedzie przestrzenig liniowg funkcji ciggtych na zbiorze S
i niech € bedzie jego domknietym podzbiorem. Jaki warunek musi spetniac E,
aby kazda funkcja ciggta na € byta obcieciem funkcji z C?

o (Carleson, 1957) Przestrzen C to przestrzen H*(ID) funkcji analitycznych
na kole |z] < 1 i ciagtych na brzegu z normg supremum — jest to o$rodkowa
przestrzei Banacha.

e Rozpatrujemy funkcje ciggte na podzbiorze E okrequ |z| = 1.

e Okazuje sie, ze kazda funkcja ciggta na E jest obcieciem do E pewnej
funkcji C, o ile tylko E jest zbiorem miary zero.



Problem przedtuzania funkgiji ciagtych

Problem. Co jesli E jest miary dodatniej?

e Twierdzenie nie zachodzi dla zbiorow miary dodatniej — wystarczy wzig¢
funkcje @1, @2 : E — C réwne na zbiorze miary dodatniej ale nie wszedzie
— wtedy ich przedtuzenia to fy, f, do tego f; — f, = 0 na zbiorze miary
dodatniej, wiec wszedzie, co przeczy @1 # @;.

e Pokazemy nawet w jednym z lematdw, Ze istnieje nietrywialna funkcja
znikajaca na zbiorze E wtedy i tylko wtedy, gdy jest on miary zero.



Lemat pierwszy:

e Jesli Eq i E; sq roztacznymi domknietymi podzbiorami okrequ |z| =1 o
mierze zero, to istnieje funkcja f € H®(D):
e rowna 1 na E;,
e rowna 0 na E,,
e [f(z)] < 2naD.
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Lemat drugi:

),

, a do tego istnieje ciag

e Jesli mamy dwie osrodkowe przestrzenie Banacha B = (X,
By = (X4, || - 1), B1 € B oraz ||x][1 > ||x
(xn)B1,
IIL|| < Msup|L(xn)|, to B =By i ich normy sg réwnowazne.

xn|l1 <1, taki, ze dla kazdego funkcjonatu L € B* zachodzi



Szkic dowodu

e Aby zastosowac pierwszy lemat, rozwazmy wszystkie podziaty E na dwa
roztaczne zbiory B4 U E; = E i skontruujmy cigg funkcji opisanych w tym
lemacie

e Aby zastosowac drugi lemat, niech B bedzie przestrzenig funkcji ciagtych
na E, a By przestrzenig funkcji z H* (D) obcietych do E.

e Dla dowolnego zbioru borelowskiego A C E istnieje podciag fr,, zbiezny
do funkcji rownej 1 na A i 0 na E\ A poza zbiorem o wariacji zero.

e Przedstawmy funkcjonaty ograniczone na B w postaci L(f) = [ fdy,
gdzie p jest miarg zespolong.
e 7 lematu Fatou |u(A)| < [lim [ fry dpl <supl [¢ o dul =1

e /atem catkowita wariacja miary szacuje sie przez 2.
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e W koncu z lematu drugieqo przestrzenie B i By sg rowne, wiec dostajemy i@\gﬁ
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Przyktad zastosowania

Twierdzenie (F. i M. Riesz): Niech p bedzie miara na okrequ |z| = 1. Jesli
f\z\:1 zMdp(z) =0dlan=1,2,... to u jest bezwzglednie ciagta.

Alternatywnie: {i,, = ﬁ J':T e "tdu(t) jest transformacjg Fouriera miary.
Jesli dla n = —1,—2,... mamy f,, = 0, to  jest bezwzglednie ciagta.



Dowaod:
e Niech E bedzie domknietym podzbiorem |z| = 1 miary Lebesque’a zero i
niech m = [ [du| > 0.
e Niech O bedzie otwartym otoczeniem zbioru E takim, ze fo\E ldul < e.

e Skonstruujmy funkcje g € C taka, ze |g(z)| =1 na E oraz [g(z)| < € na
Izl =1,z ¢ O.



Dowod:
e Na mocy twierdzenia Carlesona kazda funkcja ciagta ¢ na E jest obcieciem
pewnej funkeji f € C oraz niech [f(z)] < M.

o Wtedy [, _,z"g(z)du = 0 oraz zachodzi oszacowanie:

M = Sup| o ||=1 IE @(z)g(z)dp < MIO\E [dp| + Me LZ‘ 1 ldu| < %
a zatem otrzymujemy sprzecznosc.



