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Twierdzenie Steinitza (1916)

Dany graf G jest grafem wieloScianu wypuktego wtedy i tylko
wtedy, gdy jest planarny i 3-spdjny wierzchotkowo.
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Dany graf G jest grafem wieloScianu wypuktego wtedy i tylko
wtedy, gdy jest planarny i 3-spdjny wierzchotkowo.

Hipoteza Griinbauma (1970)

Czy analogiczna wtasno$¢ jest prawdziwa dla wieloécianéw
toroidalnych?

Czy kazdy graf toroidalny 3-spéjny triangulowany mozna
zrealizowa¢ jako wieloscian prostoliniowy?
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Grafy zanurzone




Hipoteza Griinbauma
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triangulacji Z uogdlnionego wzoru Eulera wynika, ze najmniejszym grafem
graféw

toroidalnych toroidalnym jest K7. Istnieje jego przestrzenna realizacja.
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Lavrenchenko (2004)

Istnieje doktadnie 21 nieredukowalnych triangulacji torusa.
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Lavrenchenko (2004)

Istnieje doktadnie 21 nieredukowalnych triangulacji torusa.

Archdeacon et al. (2007)

Kazdy graf toroidalny 3-spdjny triangulowany mozna
zrealizowaé jako wieloScian.
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Definicja

Graf toroidalny to graf prosty, trojkatny, posiadajacy
komorkowe zanurzenie w powierzchnie torusa. Powiemy, ze taki
graf jest minimalny jesli zaden inny graf toroidalny nie jest jego
minorem powstatym przez kontrakcje pojedynczej krawedzi.
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Graf toroidalny to graf prosty, trojkatny, posiadajacy
komorkowe zanurzenie w powierzchnie torusa. Powiemy, ze taki
graf jest minimalny jesli zaden inny graf toroidalny nie jest jego
minorem powstatym przez kontrakcje pojedynczej krawedzi.

Lemat

Niech G bedzie minimalnym grafem toroidalnym. Wéwczas
kazda krawedZ G lezy na niesciggalnym 3-cyklu.
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Wzér Eulera dla topologicznych zanurzen graféw

Jesdli G posiada komérkowe zanurzenie w powierzchnie o
genusie g, ktére ma V wierzchotkéw, E krawedzi i F Scian, to
spetnione jest réwnanie V — E + F =2 — 2g.
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Wzér Eulera dla topologicznych zanurzen graféw

Jesdli G posiada komérkowe zanurzenie w powierzchnie o
genusie g, ktére ma V wierzchotkéw, E krawedzi i F Scian, to
spetnione jest réwnanie V — E + F =2 — 2g.

W szczegblnosci, zanurzenia graféw toroidalnych spetniaja
V + F = E. To oznacza, ze Sredni stopien wierzchotka w grafie
toroidalnym wynosi 6.
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Michat Siatka toroidalng S nazwiemy graf prosty planarny, ktérego
e zewnetrzna $ciana jest kwadratem majacym doktadnie 12
krawedzi bocznych i jest jedyna nie bedaca tréjkatem.
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Niech G bedzie minimalnym grafem toroidalnym, a v jego

dowolnym wierzchotkiem. Wéwczas przez v przechodza co

najmniej dwa niesciggalne 3-cykle roztaczne wierzchotkowo,
przecinajace sie w v.
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Niech G bedzie minimalnym grafem toroidalnym, a v jego
dowolnym wierzchotkiem. Wéwczas przez v przechodza co
najmniej dwa niesciggalne 3-cykle roztaczne wierzchotkowo,
przecinajace sie w v.

Whiosek

Kazdy minimalny graf toroidalny G mozna rozcig¢ tak, aby
otrzymac¢ minimalng siatke toroidalng. Dodatkowo, dowolny
wierzchotek v grafu G moze odpowiadaé naroznikowi takiej
siatki.
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W minimalnej siatce toroidalnej S konce vy, v» dowolnej
krawedzi wewnetrznej sasiaduja z para réznych, odpowiajacych
sobie wierzchotkéw na Scianie zewngtrznej.
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Lemat

W minimalnej siatce toroidalnej S konce vy, v» dowolnej
krawedzi wewnetrznej sasiaduja z para réznych, odpowiajacych
sobie wierzchotkéw na Scianie zewngtrznej.

Whiosek

Graf wewnetrzny minimalnej siatki toroidalnej S jest
zewnetrznie planarny.
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oroidalnych . . o0 o -
; Vy Niech S bedzie minimalng siatka. Niech C = vy, v, ..., vy, 1

1

4
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3

bedzie dowolnym cyklem prostym w S. Jezeli zadna para
wierzchotkéw na tym cyklu nie jest parg odpowiadajacych sobie
wierzchotkéw zewnetrznych S, to powiemy, ze frament S
ograniczony przez C jest obszarem zamknietym.

1
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Niech C bedzie obszarem zamknietym, w ktérego wnetrzu

wierzchotki maja stopien co najmniej d, a na brzegu jest ich n.

Woéwczas wewnatrz C lezy co najwyzej | Z:gj wierzchotkéw.
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Lemat

Niech C bedzie obszarem zamknietym, w ktérego wnetrzu

wierzchotki maja stopien co najmniej d, a na brzegu jest ich n.

Woéwczas wewnatrz C lezy co najwyzej | Z:%J wierzchotkéw.

Lemat

Graf wewnetrzny minimalnej siatki toroidalnej S jest spéjny.
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Twierdzenie

Minimalna siatka toroidalna ma co najwyzej 8 wierzchotkéw
wewnetrznych.
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e
: Kazdy wierzchotek wewnetrzny sasiaduje z naroznikiem lub z
para prostopadtych bokéw.
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Kazdy wierzchotek wewnetrzny sasiaduje z naroznikiem lub z
para prostopadtych bokéw.
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m Kazdy graf toroidalny mozna roztozy¢ na siatke.
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m Kazdy graf toroidalny mozna roztozy¢ na siatke.

m Kazda minimalna siatka ma 12 wierzchotkdéw
zewnetrznych i co najwyzej 8 wewnetrznych.
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m Kazda minimalna siatka ma 12 wierzchotkdéw
zewnetrznych i co najwyzej 8 wewnetrznych.

m Graf wewnetrzny jest spdjny, zewnetrznie planarny.
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Podsumowujac, udowodnilismy, ze:

m Kazdy graf toroidalny mozna roztozy¢ na siatke.

m Kazda minimalna siatka ma 12 wierzchotkdéw
zewnetrznych i co najwyzej 8 wewnetrznych.

m Graf wewnetrzny jest spdjny, zewnetrznie planarny.

Czyli:

Whiosek

Nieredukowalnych triangulacji torusa jest skonczenie wiele.
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Wszystkie minimalne triangulacje torusa mozna przedstawié¢ w
przestrzeni jako wieloSciany.
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Micha Wszystkie minimalne triangulacje torusa mozna przedstawié¢ w
przestrzeni jako wieloSciany.

Whiosek

Wszystkie grafy toroidalne mozna przedstawi¢ w przestrzeni
jako wielosciany.
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) Wszystkie minimalne triangulacje torusa mozna przedstawié¢ w
przestrzeni jako wieloSciany.

Whiosek

Wszystkie grafy toroidalne mozna przedstawi¢ w przestrzeni
jako wielosciany.

v v

Vs

A edge collapse
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Dziekuje za uwage



