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Twierdzenie Weierstrassa

Twierdzenie Weierstrassa. Zbidr wielomiandw jest gesty w C(1). Innymi stowy,
zbiér wszystkich skoriczonych kombinagji liniowych funkgji 1,t,t%,t3,... jest
gesty w C(I). Wyrazamy to czasem méwigc, ze funkcje tej postaci rozpinajg
przestrzeri C(I).

o Karl Weierstrass, 1885
e (Czy wszystkie potegi t sa niezbedne by to twierdzenie dziatato?

e Pytanie to w ogolniejszej formie zadat Bernstein w 1912



Twierdzenie Miintza—Szasza

Twierdzenie Miintza—Szasza. 0 < Ay < A, < ..., niech X bedzie domknieciem
zbioru Wszystkich skoriczonych kombinacji liniowych funcji 1,t™,t2,. .. wtedy:
a) Jesli 3", }\ =00 to X = C(I)

b) Jesli Y3y 5= < 00 i A & {An}, A # 0 to X nie zawiera funkji t*

e Pierwotny dowdd Hermana Miintza, 1914
e Uproszczony dowod Otto Szdsza, 1916

e Herman Miintz urodzit sie w 1884 roku w todzi, w 1919 przyjat
obywatelstwo niemieckie

W 1927 roku pracowat blisko z Albertem Einsteinem

e Otto Szasz byt wegierskim matematykiem urodzonym w 1884 roku

W 1939 roku odebrat nagrode Juliusa Koniga



Funkcjonaty liniowe i ich reprezentacja

Definicja funkcjonatu liniowego. V-przestrzeni liniowa nad ciatek K, ¢ : V — K
jest funkcjonatem liniowym wtedy i tylko wtedy gdy jest:

a)jednorodny

b)addytywny

Twierdzenie. Kazdy funkcjonat liniowy na C(I) mozna przedstawi¢ w postaci
catki wzgledem zespolonej miary borelowskiej na |.



Przeksztatcenie tezy a) w tw. M-Sz

Twierdzenie bedace wnioskiem z twierdzenia Hahna-Banaha. Jezeli M jest

podprzestrzenig unormowanej przestrzeni liniowej X i X9 € X to xo nalezy do
domkniecia pzrestrzeni M <= nie istnieje ograniczony funkcjonat liniowy f
na X taki, ze f(x) = 0 dla kazdego x € M oraz f(x,) # 0.

Whiosek: f € C(I),f ¢ X <= 3 ograniczony funkcjonat liniowy na C(l),
ktory nie znika w punkcje f lecz znika we wszystkich punktach zbioru X.

Wiec teza a) M-Sz jest wnioskiem z:

Twierdzenie. Jezeli ) 7, )\1—“ = oo i jezeli p jest zespolong miarg na | t. Ze:
() [{trdu(t) =0 (n=1,2,3,...) to:

(2) [{thdp(t) =0 (k=1,23,...)

Dzieki temu przestrzef X bedzie zawiera¢ wszystkie funkcje t*, poniewaz 1 € X
zatem wszystkie wielomiany bedq nalezaty do X a wiec z tw. Weistrassa
X=C(I)



Twierdzenie o pierwiastkach

Twierdzenie o rozktadzie pierwiastkow w kole Zatozmy, ze f € H, f nie znika
tozsamosciowo na U gdzie U jest otwartym kotem jesdnostkowym na
ptaszyczyznie zespolonej i A1, Az, ... sg pierwiastkami f wypisanymi z
uwzglednieniem krotnosci wtedy Y (1 —[An]) < o0

Whiosek: Jezeli f holomorficzna i A, Ay, ... pierwiastki w U i
Y e (1—Aal)=c0tof(z) =0Vze U



Teza a) M-Sz

Wracamy do naszej tezy a).

Niech f(z) = [ t*dun (t), jest ona ograniczona w prawej pétptaszczyznie i (1)
orzeka ze f( n)=0dlan=1,23,.... Niech g(z):f(}f—;)zeu,
g(an) = 0 gdzie oy = (A — 1)/()\n +1).

Morat: Na mocy wniosku z tw. o pierwiastkach otrzymujemy, ze g(z)=0 dla
wszystkich z € U. Zatem =0 a w szczeg6lnosci f(k)=0 dla k =1,2,3,... a to
stanowi warunek (2) z czego wynika nasza teza a)



Nasza teza b):
Jedli Y"1 5= < 00 LA & {An}, A # 0 to X nie zawiera funkgji t*

Zeby tego dowieé¢ wystarczy zbudowaé¢ miare W na I taka, zeby

f(z) = [; t*dpn (t) byta funkcjg holomorficzng w pétptaszczyznie Rez > —1,
ktdra jest rowna zeru w punktach 0, A4, Ay, ... i ktdra nie ma innych
pierwiastkow w tej potptaszczyznie. Funcjonat indukowany przez ta miare bedzie
znikat wtedy na przestrzeni X lecz nie bedzie znikat na zadnej z funkgji t*, jesli

AF#0TAE{An}



