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Staba pochodna

Dane sa: zbiér otwarty Q C R”, funkcja u € L}, () oraz wielowskaznik a.
Funkcje v € L} () nazywamy a-ta staba pochodna, jezeli dla kazdej

funkcji ¢ € C°(Q)

/uDO‘(de:(—l)m/ v dx
Q Q
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Staba pochodna

Definicja

Dane sa: zbiér otwarty Q C R”, funkcja u € L}, () oraz wielowskaznik a.

Funkcje v € L} () nazywamy a-ta staba pochodna, jezeli dla kazdej
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Jezeli u ma staba pochodng to oznaczamy ja D%u.
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/uDO‘(de:(—l)m/ v dx
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Jezeli u ma staba pochodng to oznaczamy ja D%u.

Staba pochodna jest wyznaczona jednoznacznie z doktadnoscia do zbioru
miary zero.
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Staba pochodna

Definicja

Dane sa: zbiér otwarty Q C R”, funkcja u € L}, () oraz wielowskaznik a.

Funkcje v € L _(Q) nazywamy a-ta staba pochodna, jezeli dla kazdej

loc

funkcji ¢ € C°(Q)

/uDO‘(de:(—l)m/ v dx
Q Q

Jezeli u ma staba pochodng to oznaczamy ja D%u.

Staba pochodna jest wyznaczona jednoznacznie z doktadnoscia do zbioru
miary zero.

Dla u € Cl*l(Q) powyzszy wzér zachodzi dla v = D*u. Zatem pochodna
jest staba pochodna.
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Przestrzen Sobolewa

Definicja
Zbiér

WH5P(Q) = {u € L} (Q): Va takich, ze |a| < k ID%u € LP(Q)},

gdzie pochodne s3 rozumiane jako stabe pochodne, nazywamy przestrzenia
Sobolewa.

Przestrzen Sobolewa W*P(Q) zawiera wszystkie funkcje catkowalne w
p-tej potedze takie, ze wszystkie stabe pochodne do rzedu k istnieja i sa
catkowalne w p-tej potedze.
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Przestrzen Sobolewa

Przestrzen Sobolewa W*P(Q) jest przestrzenia unormowana z norma

1 1
P P
_ a,,|p _ a,,||IP
lulwes = | 32 [ 10| = | 3 10"ulfugy
jal<k 7€ la|<k
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Przestrzen Sobolewa

Przestrzen Sobolewa W*P(Q) jest przestrzenia unormowana z norma
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lulwes = | 32 [ 10| = | 3 10"ulfugy
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o Przestrzen (W*P(Q), | - |l w«») jest przestrzenia Banacha.
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1 1
p p
lulwes = | 32 [ 10| = | 3 10"ulfugy
jal<k lal<k
o Przestrzen (W*P(Q), | - |l w«») jest przestrzenia Banacha.

o Dla p=2 (Wk2(Q),|| - || y«2) jest przestrzenia Hilberta.
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Przestrzen Sobolewa

Przestrzen Sobolewa W*P(Q) jest przestrzenia unormowana z norma

1 1
p p
lulwes = | 32 [ 10| = | 3 10"ulfugy
jal<k lal<k
o Przestrzen (W*P(Q), | - |l w«») jest przestrzenia Banacha.

o Dla p=2 (Wk2(Q),|| - || y«2) jest przestrzenia Hilberta.

o (u1, )2 = Z|a|§k<Daul’ Duz) 2
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Funkcje gtadkie sa geste w W*P(Q)

Twierdzenie Meyersa-Serrina

Dla 1< p < +oo C®(Q) N WHKP(Q) jest gestym podzbiorem WHP(Q).

https: //www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC300210/pdf/pnas00180-0073.pdf
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Funkcje gtadkie sa geste w W*P(Q)

Twierdzenie Meyersa-Serrina

Dla 1< p < +oo C®(Q) N WHKP(Q) jest gestym podzbiorem WHP(Q).

https: //www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC300210/pdf/pnas00180-0073.pdf

WkP(Q) jest przestrzenia Banacha, zatem na podstawie twierdzenia
Meyersa-Serrina dla p € [1,+00) przestrzen Sobolewa mozna alternatywnie
zdefiniowa¢ jako uzupetnienie przestrzeni

P

C2(Q) = {p € C(Q): [[llwrr < +o0}

z metryka pochodzaca od || - || k.-
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Pojemnos¢

Dany jest podzbiér A C R". Liczbe C,(A) = infucs(ay [z |ulP + [VulP dx,
gdzie S(A) to zbiér funkcji z przestrzeni W1P(IR™) takich, ze u = 1 na
zbiorze otwartym zawierajacym A, nazywamy p-pojemnoscia.
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zbiorze otwartym zawierajagcym A, nazywamy p-pojemnoscia.
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Z punktu widzenia funkgji z przestrzeni Sobolewa zbiory o zerowe;
p-pojemnosci s3 mate.
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Pojemnos¢

Dany jest podzbiér A C R". Liczbe C,(A) = infucs(ay [z |ulP + [VulP dx,
gdzie S(A) to zbiér funkcji z przestrzeni W1P(IR™) takich, ze u = 1 na
zbiorze otwartym zawierajagcym A, nazywamy p-pojemnoscia.

Zbiory o zerowej p-pojemnosci majg zerowa miare.

Z punktu widzenia funkgji z przestrzeni Sobolewa zbiory o zerowe;
p-pojemnosci s3 mate.

Pojemnos¢ jest subaddytywna, monotoniczna funkcjg zbioru.
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Quasi-cigtosc¢

Funkcje u: Q — R nazywamy p-quasi-ciata jezeli dla kazdego dodatniego &
istnieje A zbior otwarty taki, ze C,(A) < & oraz ujg\a jest funkcja ciagta.
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Twierdzenie

Dla kazdej funkcji u; € WP(Q) istnieje p-quasi-ciagta funkcja
uy € WHP(Q) taka, ze u; = uo prawie wszedzie.
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Quasi-cigtosc¢

Funkcje u: Q — R nazywamy p-quasi-ciata jezeli dla kazdego dodatniego &
istnieje A zbior otwarty taki, ze C,(A) < & oraz ujg\a jest funkcja ciagta.

Twierdzenie

Dla kazdej funkcji u; € WP(Q) istnieje p-quasi-ciagta funkcja
uy € WHP(Q) taka, ze u; = uo prawie wszedzie.

Zatem kazdy element przestrzeni WP(Q) ma p-quasi-ciagtego
reprezentanta.
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Szkic dowodu

Na podstawie twierdzenie Meyersa-Serrina wybieramy ciag
@i € C(Q) N WLP(Q) zbiezny do u; w WP(Q).
Jest to ciag Cauchy'ego wiec mozna wybra¢ taki podciag, aby szereg

o0
> 2Pl = @iallfyrn
j=1

byt zbiezny.

Ustalmy zbiér otwarty o zwartym domknieciu D taki, ze D C  oraz
funkcje ¢ € C°(Q) taka, ze Y(x) =1dla x € D.

o tatwo sprawdzi¢, ze Y:2; 2P|[¢(p; — @i, )lfyr, Jest zbiezny.
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Szkic dowodu

o Definiujemy E; = {x € D: |p;; — pj.,,| > 2% .

o Liczymy Cp(Ej) < 2P[1(j; — i)y

o Niech E. = 2, E; dla jo tak duzego by Cy(E:) < e.

o Sprawdzamy jednostajng zbiezno$¢ ;. na D \ E.. Granica jest funkcja
ciagta bo zbiznos¢ jest jednostajna.

o Wybieramy ciag D; zbioréw otwartych o zwartym domknigciu takich,
ze D; C Qoraz | U2, Di = Q.

o Dla tak wybranych D; wybieramy zbiory F= w analogiczny sposéb jak
dobieralismy zbiér E. do D. !

@ Poszukiwanym zbiorem A jest | i F= .
2/
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