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Pojecia wstepne

@ Definicja Niech (X, 90, 1) bedzie przestrzenia z miara i dana bedzie
funkcja mierzalna f: X — X. O mierze p okreslonej na (X, 9t) méwi
sie, ze jest niezmiennicza ze wzgledu na f,, jezeli dla kazdego zbioru
mierzalnego A € M zachodzi p (f~1(A)) = p(A).

@ Definicja Niech (X, 9, 1) bedzie okreslona jak wyzej. Powiemy, ze
przeksztatcenie f: X — X. jest niesingularne (nonsingular) wtedy i
tylko wtedy gdy dla kazdego zbioru mierzalnego A € 901 takiego , ze
p(A) =0 mamy p (f_l(A)) =0.
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Funkcje o wahaniach ograniczonych

e Definicja: Niech f : [a, b] — R i niech P bedzie podziatem [a, b].Jezeli
istnieje taka liczba dodatnia M, ze

2= [F () = Fxe-a)l < M

dla wszystkich podziatéw P, wtedy méwimy o funkgji f, ze ma wahania
ograniczone na [a,b].

Uwaga

Jezeli f jest rosnaca lub spetnia warunek Lipschitza z pewnym K , to ma
wahania ograniczone.
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Funkcje o wahaniach ograniczonych

@ Definicja: Niech f : [a, b] — R bedzie funkcja o wahaniach
ograniczonych. Liczbe

Vianif = supp(izr [F(xk) = F(xi-1))
nazywamy wahaniem funkgji f na [a,b]

e Twierdzenie: Niech f : [a, b] — R ma ciagta pochodna ' na [a, b].
Wowczas Vi, pf f [ (x)|dA\(x)
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@ Przestrzenia funkcji o wahaniu ograniczonym na [a,b] nazywamy
BV([a, b]) ={f € Ll([a, b]): inff—fa.e V[a,b] fi < +oo}
e Na BV([a,b]) definiujemy norme : Dla f € BV/([a, b])

[Ifllev = ||fll1 + infa=fa.eViaph

Uwaga

Prostym wnioskiem z powyzszej definicji jest to , ze BV/([a, b]) jest geste w
L*([a, b])
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Operator Frobeniusa- Perrona

@ Niech X bedzie zmienng losowa na przestrzeni | = [a, b] z funkcja gestosci
f . Woéwczas dla dowolnego mierzalnego zbioru A € I, P(X € A) = [, fd\
gdzie X jest znormalizowang miarg Lebesgue'a.

@ Mozemy teraz sie spytac jak bedzie wyglada¢ funkcja gestosci dla zmiennej
losowej 7(X) gdzie 7 : | — I jest niesingularnym przeksztatceniem.

o Niech 7 : /1 — | bedzie jak wyzej . Wéwczas dla f € L i A bedacego
dowolnym zbiorem mierzalnym defniujemy p(A) = frl(A) fd\. Na mocy

Twierdzenia Radona-Nikodyma istnieje funkcja ¢ € L! taka, ze
1(A) = [, ¢dX dla wszystkich mierzalnych zbioréw A.
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Operator Frobeniusa- Perrona

@ Taka funkcje ¢ bedziemy oznacza¢ jako P.f.

@ Definicja: Niech | = [a, b], B bedzie o-ciatem borelowskich podzbioréw | i
niech A\ bedzie znormalizowana miarg Lebegue'a na I. Niech 7: 1 — |
bedzie niesingularnym przeksztatceniem . Definiujemy operator
Frobeniusa-Perrona jako P, : L1 — L! takie , ze dla kazdego f € L1, P.f
jest funkcja w L! taka, ze dla kazdego A € B, zachodzi
S PrfdX = [ FdA

Stwierdzenie

Niech 7 jak wyzej i niech f* >0, f* € L i ||[f*||; = 1. Wtedy P, f* = f*
prawie wszedzie wtedy i tylko wtedy gdy miara , zdefiniowana jako
w(t71(A)) = [, F*dA jest T - niezmiennicza
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Istnienie bezwzglednie ciggtej niezmiennicznej miary

Rozwazmy przedziat | = [a, b] z znormalizowana miara Lebesgue'a na .
Niech T(/) oznacza klase przeksztatcen 7 : | — | spetniaja nastepujace
warunki:

@ 7 jest kawatkami rozszerzajaca, czyli istnieje podziat P na | taki , ze 7 jest
CY(R) na kazdym /; C I 'i |7;(x)| > o > 1 dla kazdego i i dla wszystkich
X € (a,-_l, a,-)

o g(x) =1/(]7'(x)]) jest funkcja o wahaniu ogranczonym , gdzie 7/(x) hest
odpowiednia jednostronng pochodng w punktach koncowych P.
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Twierdzenie Lasoty-Yorke'a

Lemat potrzebny do dowodu twierdzenia:

@ Niech 7 € T(/). Wéwczas istnieja takie state 0 < r <1, C>0i R >0
takie , ze dla dowolnej f € BV/(/) i dowolnego n > 1

|PPFI] < Crlifllsv + RIIf]l

Gtéwne twierdzenie prezentagji:

: Wezmy 7 € T(/). Wtedy zdaje ono
bezwzglednie ciagta niezmiennicza miare ktérej gestos¢ ma ograniczone
wahanie.
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