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Miara - podstawowe pojecia

Niech B - o-ciato w zbiorze X.
E; - przeliczalna rodzina elementéw rodziny B.

Rozktad zbioru E:
UE=E

oraz E;UE; =0, gdy i # .

Miara zespolona na B
To funkcja zespolona i : B — C taka, ze

u(E) = )

(E € B) dla dowolnego rozktadu E; zbioru E.



WHtasnosci miary zespolone;j

Na mocy przeliczalnej addytywno$ci miary zespolone tworza
przestrzen liniowa.

W odréznieniu od miar dodatnich szereg
n
> u(E)
i=1

jest zbiezny. Suma zbioréw E; nie ulega zmianie przy permutacji
indekséw, wiec szereg pozostaje zbiezny, a nawet bezwzglednie

zbiezny.



Wariacja miary

Rozwazmy problem: majoryzujemy dang miare zespolong y na B:
VE C B |u(E)| < MNE)

AE) =211 MEN>X1 [W(E)]
Definicja wariacji miary
| (E) = supZ u(E
gdzie kres gérny zostat wziety po wszystkich rozktadach zbioru E.

Przyktad: miara skupiona w dwéch punktach.

Wariacja miary jest norma.



Rozktad Jordana

Teraz ograniczymy nasze rozwazania do miary rzeczywistej p
okreslonej na o-ciele B - nazywamy je czasem miarami
uogdlnionymi.

Okreslajac funkcje |u| jak poprzednio, potézmy:

ph = 2(lul + p) po= 5l - )
Funkcje i i = s ograniczonymi miarami dodatnimi na B.
Ponadto:

p=pt—p |l = pt +p”

uT jest nazywane wariacja dodatnia, a 41~ - wariacja ujemna.



Rozktad Jordana

Przedstawienie miary 1 w postaci réznicy miar dodatnich ™ i ™
jest znane jako rozkfad Jordana. Ma on pewne minimalne
wiasnosci sposréd wszystkich przedstawien miary p w postaci
réznicy dwu miar dodatnich.



Twierdzenie o postaci brzegowej miary u

Jest ono wnioskiem z twierdzenia Radona-Nikodyma.

Zatézmy, ze 1 jest miarg zespolong okre$long na o-ciele B
podzbioréw zbioru X. Istnieje wéwczas funkcja mierzalna h taka, ze
|h(x)| =1 dla kazdego x € X oraz:

dp = hd |p| (1)

Przez analogie do przedstawienia liczby zespolonej w postaci
iloczynu jej wartosci modutu przez liczbe o warto$ci bezwzgledne;
réwnej 1 réwnanie (1) jest nazywane postacia biegunowa (lub
rozktadem biegunowym) miary p.



Twierdzenie Hahna o rozktadzie

Niech p - miara rzeczywista okreslona na o-ciele F w zbiorze X.
Witedy istnieja takie zbiory A, BC F,ze AUB=XiANB=10
oraz takie, ze wariacje: dodatnia p i ujemna p~ miary
spetniaja:

pt(E) = u(ANE) p~(E) = —p(BNE),
gdzie E € F.

Pare (A, B) nazywamy rozkfadem Hahna zbioru X wyznaczonym
przez miare pi.



Twierdzenie Hahna o rozktadzie - dowdd

Twierdzenie o postaci biegunowej zapewnia istnienie funkgcji h
takiej, ze dpu = hd |u|i|h| = 1. pu jest miara rzeczywista, wiec h
jest funkcja rzeczywista prawie wszedzie. Zatem h = +1.
Rozdzielmy teraz wszystkie x na dwa zbiory:

A - zbidr takich x, ze h(x) = 1, B - zbidr takich x, ze h(x) = -1.
Wiemy, ze

1
pt = Sl +n)

oraz
h  na zbiorze A

1
2*(1+h):{

0 na zbiorze B



Twierdzenie Hahna o rozkfadzie - dowdd (cd.)

Zatem dla dowolnego zbioru E € F zachodzi:
P (E) = 3% [e(L+h)d |ul = [gnahd || = p(E N A).

Ponadto z tego, ze u*(E) = u(ANE)
wynika: = (E) = —u(B N E), poniewaz:

w(E)=pm(ENA)+u(ENB)oraz u=put —pu~.



Whniosek z tw. Hahna o rozktadzie

Jezeli = A1 — \p, gdzie A1, \o—miary dodatnie, to Ay > pt i
A2 S p

Jest to wiasno$¢ minimalnosci rozktadu Jordana, ktérej temat
zostat poruszony przy okazji wariacji dodatniej i wariacji ujemnej.

Dowéd:
Skoro pu < A1, to uT(E) = w(ENA) < M(ENA)<M\(E), cnd.



Dziekuje Panstwu za uwage!



