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Streszczenie
W pracy przedstawiono kilka twierdzen o nieistnieniu rozwiazan dla réwnan i nieréwnosci
rézniczkowych czastkowych. Rozpatrywane sa zagadnienia postaci —Apu = A|u|?"u oraz
—Apu > uf. Dowody twierdzen bazuja na metodzie Derricka — Pohozajewa polegajacej na
mnozeniu obu stron réwnania (nieréwnosci) przez odpowiednie funkcje, a nastepnie catkowa-

niu ich przez czesci. Jako narzedzia pomocnicze wykorzystuje sie wielokrotnie nieréwnosci
Younga i Héldera.
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Wprowadzenie

Podstawowsg sprawg dla analityka jest poprawnos$é¢ postawienia zagadnienia ktére bada. Za-
gadnienie jest postawione poprawnie jesli jego rozwigzanie istnieje i jest jednoznaczne w
zadanej klasie oraz zalezy w sposob ciagly (lub gladki) od danych poczatkowych. W tej
pracy skupiamy si¢ na pierwszej z powyzszych cech zagadnienia - na jego istnieniu.

Dowody omawianych twierdzen bazuja na metodzie Derricka — Pohozajewa, polegajacej na
mnozeniu obu stron réwnania (nieréwnosci) przez odpowiednie funkcje, a nastepnie catkowa-
niu ich przez czesci. Jako narzedzia pomocnicze w dowodzeniu wykorzystuje si¢ nieréwnosci
Younga i Hoéldera.

W rozdziale 1 przedstawiamy podstawowe fakty potrzebne przy dowodzeniu. Rozdzial
2 wprowadza w metody Derricka — Pohozajewa. Pokazujemy w nim nieistnienie klasycznych
rozwigzah, na obszarze gwiazdzistym, dla réwnania rézniczkowego czastkowego —Au = |ul?™Lu.
Nastepnie pokazujemy uogdélnienie powyzszego twierdzenia - nieistnienie rozwigzan, na ob-
szarze gwiazdzistym, dla p-Laplasjanu: —Aju = Au|?"tu. W dowodach wykorzystujemy
tozsamosé Derricka-PohoZajewa. W Rozdziale 3 dowodzimy twierdzenie o nieistnieniu rozwigzan
nieujemnych dla nieréwnosci z p-Laplasjanem (—Apu > u9) na R"™ w klasie nieujemnych
funkcji typu

Sa={u € WP(R"):  Apu € Lip(R"), u® € W,P(R")}.
Bardziej precyzyjna definicje zamieszczamy w Rozdziale 1, natomiast jej szczegdétowe omébwie-
nie w Rozdziale 3.1.

W tym miejscu pragne goraco podziekowaé pani dr hab. Agnieszce Kalamajskiej oraz
panu Piotrowi Nayarowi za serdeczna i cierpliwa pomoc w przygotowaniu tej pracy.






Rozdziatl 1

Wstep

W tym rozdziale zostaly zebrane podstawowe informacje niezbedne przy czytaniu tej pracy.

1.1. Definicje

Definicja 1.1. Niech 1 < p < cc. p-Laplasjanem funkcji u € WHP(Q) (ozn. Apu) nazwiemy
funkcje okreslong formulg
Apu = div(|DulP~?Du), (1.1)

gdzie pochodne Dyu, i = 1,...,n s¢ rozumiane w sensie dystrybucyjnym.
Skoro u € WP(Q), p > 1, to kazda sktadowa wektora |Du|P~2Du nalezy do

Lt (Q) C L,.(Q), zatem dywergencja tego wektora jest dobrze okreslona w stabym sensie.

Definicja 1.2. Niech oo <0, p > 1 i q > 0. Zdefiniuymy zbior S, nastepujgco:
Se={uec WEP([R") :  Ayue LL.(RY), u®e W (R} (1.2)

oc oc

1.2. Podstawowe nieré6wnosci

Twierdzenie 1.2.1 (Nier6wno$¢ Younga). Jesli a,b >0, 1 <p, q < oo, % + % =1, to
a? b
ab< — + —. (1.3)
p q
Twierdzenie 1.2.2 (Nieréwno$é Schwartza). Jesli z,y € R", a < -, - > jest iloczynem
skalarnym, to
| <zy>|<|z|-[y] (1.4)
Twierdzenie 1.2.3 (Nieréwnosé Holdera). Jesli 1 < p, ¢ < oo, ;17 + % =1, U jest pewnym

obszarem oraz u € Ly(U), v € Ly(U), to

/U|uv|d:c < </U|Pd;c); (/de); (1.5)

1.3. Oznaczenia

Fragmenty tej pracy, ktore nie byly calkiem szczegdlowo opisane w tekstach zrédlowych i
zostaly doprecyzowane, zostaly oznaczone symbolem ,%”.






Rozdziatl 2

Tozsamosé Derricka-Pohozejewa i
zagadnienia na ograniczonych
obszarach gwiazdzistych

Jako wprowadzenie do zagadnien eliptycznych na R™ przedstawimy dwa twierdzenia o nieist-
nieniu rozwiazan klasycznych zagadnien zadanych na obszarze gwiazdzistym. Pierwsze z nich
dotyczy¢ bedzie réwnania z Laplasjanem po lewej stronie, drugie - z p-Laplasjanem. Metoda
dowodzenia obu twierdzen polega na odcatkowaniu wyjsciowego réwnania pomnozonego przez
dwie rézne funkcje: x - Du oraz u, co prowadzi do sprzecznych tozsamo$ci. Ponadto wyko-
rzystamy w dowodach jedynie pewien fakt geometryczny dotyczacy obszaru gwiazdzistego,
ktory omawiamy ponizej.

2.1. O pewnej wlasnos$ci geometrycznej obszaru gwiazdzistego

Obszar, na jakim mamy zadane réwnanie musi spetnia¢ pewien warunek geometryczny.

Definicja 2.1. Powiemy, Ze zbior otwarty U jest gwiaZdzisty wzgledem punktu 0, jesli dla
kazdego x € U odcinek {\x : 0 < X\ < 1} jest zawarty w U.

W dowodzie twierdzenia skorzystamy z nastepujacej wlasnosci zbioru gwiazdzistego:

Lemat 2.1 (Wektor normalny do brzegu obszaru gwiazdzistego). Zaldzmy, ze OU jest klasy
C', a U jest qwiaZdzisty wzgledem 0. Wéwczas

z-v(r) >0
dla wszystkich x € OU, gdzie v oznacza jednostkowy wektor normalny zewnetrzny.

Dowdd. Poniewaz OU jest klasy C', wiec jedli z € OU, to dla kazdego € > 0 istnieje liczba

§ > 0 taka, ze z warunkéw |y — x| < § i y € U wynika, ze v(z) - %Z:if < e. W szezegdlnosei
limsup v(z) - v =) < 0.
vz ly — x|

yeU
Niech y = Az dla 0 < A < 1. Wtedy y € U, gdyz U jest gwiazdzisty wzgledem 0. Zatem
() x (A\x — x)

=1 2 > 0.
|| e v(z) e —z| ~
To koticzy dowdd lematu. |



2.2. R6éwnanie niemozliwe dla operatora Laplace’a

Twierdzenie 2.2.1. Niech U b@dzie obszarem gwiaZdzistym wzgledem punktu 0, ktérego brzeg

jest klasy C'. Ponadto niech 52 — qu—l > 0. Woéwczas zagadnienie

~Au=|u/T'y w U,
u=20 na OU, (2.1)
uZz0 na U

nie ma rozwigzan w klasie C*(U).

Dowdd. Zatézmy, ze u € C?(U) jest rozwigzaniem (2.1).
Krok 0. Mnozac obie strony réwnania (2.1) przez z - Du i catkujac po U, otrzymujemy

/ (—Au)(x - Du)dx = / (Jul?tu)(z - Du). (2.2)
U U

Oznaczmy lewa strong przez A, a prawa przez B.
Krok 1. Wéwczas

Z / Uy, U, AT = Z / U, (T, )z dT — Z / Uy, ijux dS =: A + As.

1,j=1 1,5=1 i,j=1
(2.3)
Przy tym
2 |DU’2
Al = Z / Ug; O U —i—uxlzvjum]mld:):—/ | Du| +Z 5 zjdr =
i,j=1 Jj=1 x;
n 9 | Dul?
—(1-" / Dyl dx+/ (v 2)dS. (2.4)
2/ Ju ou 2

Z drugiej strony, skoro u = 0 na OU, wiec gradient Du(zx) jest réwnolegly do wektora nor-
malnego v(x). Zatem Du(x) = £|Du(z)|v(z). Korzystajac z tej rownosci, stwierdzamy, ze

Ay = —/m] \Dul?(v - 2)dS. (2.5)

Laczac (2.3)-(2.5) otrzymujemy

1
f/ |Dul*(v - z)dS.
2 Jou

Krok 2. Wracajac do (2.2), wyliczymy B stosujac wzér na staba pochodna:
d (Iulq+1 Ju7H1
da:j q+1 q-l—l

VVO1 ’I(Q), mozna wiec zastosowaé do niej wzér na catkowanie przez czesci ([3], par. 1.1.3.).
Obliczamy

B = Z/ |7 Yz ju dac*Z/ ™ wjdy = —— /\u!‘”ldm
T q+1) K q+1Ju .

Krok 3. Z tego rachunku i réwnosci (2.2) wynika, ze

jest elementem przestrzeni Sobolewa

) |u|q|u| Uy, . Zauwazmy, ze funkcja

D )dS = g 2.
|u|1/:v5q+1/|u\ x. (2.6)
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Réwnosé ta nazywana jest toZsamosécig Derricka-PohoZajewa.
Zbiér U jest gwiazdzisty, wigc poslugujac sie lematem, otrzymujemy z (2.6) nieréwnosé
n—2 n
Du?dz < 7/ u|d. 2.7
5 | 1Dutdr < = [l 27)

Jednakze, mnozac réwnanie —Au = |u|9'u przez u i catkujac przez czesci, uzyskujemy

tozsamosé
/|Du]2d$:/ |u| da.
U U

Wstawiajac ten wynik do (2.7), stwierdzamy, ze

n—2 n
- gy <0.
< 2 q+1>/UM v

Skoro jednak u # 0, to (%‘2 — q"ﬁ) < 0, co prowadzi do sprzecznosci z zalozeniem. |

2.3. Ugdlnienie. R6wnania niemozliwe dla operatora p-Laplace’a

Twierdzenie 2.3.1. %' Niech U bedzie obszarem gwiazdzistym wzgledem punktu 0, ktérego

brzeg jest klasy C'. Ponadto niech (% — # — 1) > 0. Wowczas zagadnienie
—Apu=|uli"ty w U,
u=0 na OU, (2.8)
u#z0 na U

nie ma rozwigzan w klasie C%(U).

Dowdd. Zatézmy, ze u € C?(U) jest rozwigzaniem (2.8).
Krok 0. Mnozac obie strony réwnania (2.8) przez = - Du i catkujac po U, otrzymujemy

= =1y (z - Du)dx. .
[, ~An@)@ - Du@)de = [ (juf'" ) Duyd (2.9)

Oznaczmy lewa strong przez A, a prawa przez B.

Krok 1. W tym kroku wyliczymy A. Przez v(x) oznaczmy jednostkowy wektor normalny
zewnetrzny w punkcie x, a przez v* jego i-ta wspotrzedna , a przez |, au - - - dS - caltke wzgledem
pewnej miary okre$lonej na brzegu obszaru U.

Skorzystamy ze wzoru

div (Fg) =gdiv F+ F - Dg,

dla pola wektorowego F = |Dul[P~2Du i funkcji g = Du - z.
Wtedy

A= /U (Ayu)(Du - z)de = — /U (div (|DuP~2Du))(Du - x)de =

= /Udiv ((|Du|p_2Du)(Du . x))d$ + /U (|Du|P~2Du) - D(Du - z)dx =: Aj + As.

Ay liczymy ze wzoru Gaussa-Ostrogradzkiego

A = —/Udiv ((Duf*Du)(Du - z)) dz = —/w ((1Dup~2Du)(Du - x)) - vdS

'To twierdzenie moze byé znane specjalistom, ale nie ma go w literaturze.
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ale Du = £|Dul - v, zatem
A= —/ \Dul?(z - v)dS.
ou

Rozwazmy Ay = [; (|DulP~2Du) - D(Du - z)dx = [;; |Du|P™2 - ay dz. Zauwazmy, ze

= Du - D (L‘ Du Zuxj (Z xzuzl> = Zum]- ((Szjuccz +$1Uziz]) =

T4 i:j

Dul?
= |Du|* + Zuxjmiuziw] |Dul? + Z <| | ) .
1,7 T

Stad

2 ’DU‘Q
Ay = /|Du|pdx+/ | Du|P™ Z dx =: By + Ba.

Catkujac By otrzymujemy

/ZID =2 (‘D“P)xidx:

= [ X (1pup ), (‘DuP)daH— [, S 1ures (’D s )wds it

%

gdzie
_/ Z<|Du|p_2xl> |Du|2 dl“:_l/ Z|Du!”dm—/ Z(|Du‘p—2) . |Du|2 _
U p 7 T; 2 2 U - U - Tit 9
= [ purar P2 [ 1Dup Y wvg e = 2By - P 2
2 U ) U ~ 1z a:,-a:] 1 B) 2,
natomiast
Dul? 1 1
Co = / |Du|P—2 ﬂ (x-v)dS = ,/ |DulP(z - v)dS = —=A;.
U 2 2 Jou 2
Stad
1 n p—2 1
By = = ——Ai=——B——By,— -A
2 Cl + 02 Cl 5 1 5 1 5 9 5 1,
a co za tym idzie
By = ——(A1 +nB)

Podsumowujac

1 1
A:A1+A2:A1+Bl+BQ:Al—l-Bl—];(Al—f—nBl): <1—p>Bl+<1—>A1.
Zatem

b
(1 - Z) /U \DufPdz — (1 - ;) /W \Dul(z - v)dS.

Krok 2. Wracajac do (2.9), wyliczymy B stosuj@c wzor na staba pochodna:

(Y e ; ; - H
dz; ( ) = |u ruf " U - Zauwazmy, ze funkcja = 5 jest elementem przestrzeni Sobolewa

A

12



Wy (Q), moima wiec zastosowaé do niej wzér na catkowanie przez czesci ([3], par. 1.1.3.).
Obliczamy

B = Z/ u|? L uzju da?—Z/ [ ~:1;:—L/ lu| dx
I g+1) q+1Ju '

Krok 3. Z tego rachunku i réwnoéci (2.9) wynika, ze

(n — 1)/ | Du|Pdx + (1 — 1)/ |Du|P(z - v)dS = o / Ju| 7T dz. (2.10)
p U p/ Jou q+1Ju

Réwnosé ta réwniez nazywana jest toZsamosciqg Derricka- PohoZajewa.
Zbiér U jest gwiazdzisty wzgledem 0, wiec poshugujac sie Lematem 2.1, otrzymujemy z

(2.10) nieréwnos¢
(” - 1)/ \DufPdz < L/ |+ (2.11)
D U q+1Ju

Jednakze, mnozac réwnanie —Aju = |u|9" u przez u i catkujac przez czesci, uzyskujemy

/|Du]pdx:/ lu|?T d.
U U

Wstawiajac ten wynik do (2.11), stwierdzamy, ze

tozsamosé

Skoro jednak u # 0, to (5 — qu—l — 1) < 0, co prowadzi do sprzecznosci z zalozeniem. |

Uwaga 2.3.1. Przy zaloZeniach powyzszego twierdzenia zagadnienie

—Apu=AulT 'y w U,
u=0 na OU, (2.12)
uz0 na U,

gdzie X > 0, nie ma rozwigzan w klasie C*(U).

Dowdéd. % Niech u spelnia zalozenia twierdzenia 2.3.1 i (2.12). Podstawmy u, = v - u, gdzie
~ dobierzemy za chwile. Wéwczas

|—2

_ _ _ vy _
Ay = P2y () = P2y - Ml ) = T e ot = M,

[yla=t
oile A = |‘ |‘p 7 > 0. Zatem niech v = Ap—a-1 = 1. Wobec tych obliczen, z twierdzenia 2.3.1,
wynika nieistnienie rozwiazan zagadnienia (2.12) w klasie C2(T). [ |

Uwaga 2.3.2.
Podstawmy ¢ = ¢ + 1 i zapiszmy réwnanie (2.12) w postaci
—Apu = )\|u|a_2u w U,

u=0 na OU, (2.13)
uz0 na U,

13



gdzie A > 0. Z powyzszego rozumowania wynika, ze rownanie (2.13) nie ma rozwiazan w
klasie C2(U), gdy q > n"—_’;) = py 1 p < n. Zauwazmy, ze p, to wspdlezynnik wystepujacy w

nieré6wnosci Sobolewa:
1 1
(/ u|p*da;> " <o (/ ]Du|pda;)p .

Istotnie, warunek % — %— 1 > 0 jest rébwnowazny —n > 6(1 — %) = Ej(%). Oile p <mn,

. -y PP , . np ~
to powyzsza nierOwnosc jest rownowazna p <gq.
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Rozdziat 3
Nierownosé na R"

W tym rozdziale zajmiemy sie nieistnieniem rozwiazan w klasie S, (zdefiniowanej w Rozdziale
1 oraz w tresci twierdzenia) dla nastepujacego zagadnienia:

(3.1)

—Apuz>u?  w R,
u>0,uz0 na R",

przy pewnych zalozeniach na p oraz q.

Dowéd twierdzenia bazuje na podobnej metodzie postepowania co dowody Twierdzenia
2.2.1 i Twierdzenia 2.3.1, technika tego dowodu jest jednak bardziej skomplikowana. Za-
czynamy od mnozenia obu stron nieréwnosci przez pewne funkcje i calkujemy obie strony.
Nastepnie wykorzystujac wielokrotnie elementarne nieréwnosci typu Younga (wszystkie umieszc-
zono w rozdziale 1.2) oraz calkowanie przez czesci dochodzimy do tezy.

Zaczniemy od rozwazan o przestrzeni rozwiazan i lematéw przydatnych w dowodzie.

3.1. Przestrzen rozwigzan

% Autorzy publikacji [1] proponuja klase
WP (R = {u R R, ™, [DuPutt € L (RM),

a,loc
gdzie a < 0, dla zagadnienia (3.1) w dwéch przypadkach: 0 < p— 1 < ¢ < TL(%;P albo
0<g<p—-1,p>1lin=>1.
Zauwazmy jednak, ze w tej klasie moze ono mieé¢ nietrywialne rozwiazania. W definicji
klasy WP (R™) nie zakladamy, ze Ayu(x) jest dobrze okreslony w kazdym punkcie. Podamy

a,loc
przyktad, w ktérym jest on okre$lony prawie wszedzie.

Twierdzenie 3.1.1. % Rozwazmy p = 2, ¢ > 0 dowolne, n = 1 oraz funkcje okresowq o
okresie 2 okreslong na odcinku [—1, 1) wzorem

6
=72+ _.
u(x) x —1—7

Dla tak okreslonego u zachodzi:

—Apuz>u?!  w R,
{u}O,u;‘éO na R" (3.2)
oraz
ue Wb (R").
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Dowdd. Oczywiscie tak okreslone u > 0, u # 0. Mamy nawet dla ¢ > 1
[/5\? [6\1]
q c _ —
wwel(3)(5)].
CENT /5N
q hd 2
wwel(7)(3)].

czyli dla kazdego q funkcja u(z) jest daleko od zera i nieskonczonosci.

adlag<1

Zachodzi u € W loc( ™). Istotnie, funkcja wymierna, na obszarze ograniczonym, na

ktorym jest izolowana od 0 i co jest calkowalna z dowolng potega, zatem ud+® € L}OC(R”).
W naszym przypadku, na przedziale [—2 = 7) mamy réwniez:

6 a—1 5 a—1
|DufPu®! = (14z)? (—7:1:2+7) € [0, (7> ],

wiee |DulPu~t € L} (R™).
Zauwazmy, ze prawie wszedzie

—Apu(z) = —u"(z) = 14

reme{(Z)(5) 10
U max =) \7 .

=—-Apu>1>ul.

oraz dla kazdego ¢

Zatem prawie wszedzie

Zauwazmy réwniez, ze w przypadku klasy W g P (R™) nawet Du nie jest dobrze okreslone,
gdyz nie zakladamy, by funkcja u byta lokalnie calkowalna. Tym bardziej nie wiadomo czym
jest div (|DulP~2Du) = Apu. Mozemy jednak, przy dodatkowych zalozeniach udowodnié
nieistnienie nietrywialnych rozwiazan zagadnienia (3.1). W dowodzie twierdzenia bedziemy
chcieli pokazaé nieistnienie nieréwnosci pomiedzy catkami, wiec musimy zaktadac, ze
Apu € L} (R™). Ponadto, do Lematu 3.2 potrzebujemy, by u® € W, ’p(Rn)

Dlatego tez, jako przestrzen rozwigzan proponujemy klase:

1
S ={uc WEP(R™) : Ayue LL (RY), u® € WP(R™)}.
Zauwazmy dodatkowo nastepujacy fakt:
Uwaga 3.1.1. Warunek u® € W, ’p(R") gdzie o < 0, implikuje, Ze warunek {u = 0}
moz’e byé spelniony tylko na zbiorze miary 0 (przy wyborze dowolnego reprezentanta w klasie

Wil (R™)).

Otwarte pytanie. Nie wiemy jak mozliwie ogdlna klase zamiast S, mozna zaproponowac,
aby nadal nie istnialy rozwiazania nieréwnosci (3.1) na R™.
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3.2. Lematy pomocnicze

W dowodzie twierdzenia 3.3.1 bedziemy korzystali kilkakrotnie z nastepujacej wersji nieréwnosci
Younga:

Lemat 3.1 (Nieréwno$é¢ Younga z parametrem). Jesli a,b,0 >0, 1 < p, q < oo, %—i— % =1,
to
1 1 /b\1
b< —(ad)P+ -] . 3.3
a\p(a)+q<9) (3.3)
Dowdd. Skorzystamy z najbardziej powszechnej wersji nieréwnosci Younga (1.3):
b\ Young 1 1 /7b\¢
|

Uwaga 3.2.1. Majgc dang liczbe a > 1, przez a’ bedziemy oznaczaé liczbe do niej Holderowsko

2 /I _ _a
sprzezong, @ = -2 .

W dowodzie twierdzenia 3.3.1 zastosujemy wzory z ponizszego lematu.

Lemat 3.2. Niech a <0, u € Sy, ¢ € W&’OO(B(R)) i supp ¢ € B(R), gdzie B(R) - kula o
promieniu R 1 $rodku w 0. Wowczas

/ —div (|Du[P~2Du)(u®p)dz W / |DuP~2Du, - D(u®p)dx
’Rn B(R)

@ a/ | DulPu®tpds + / |DulP~2(Du - Do)u®dx
B(R) B(R)

Dowdd. % Zauwazmy, ze skoro u® € VVli’f(]R"), aype Wol’oo(B(R)) i ma zwarty nosnik, to
v =u"p € WIP(R") i ma zwarty nosnik. Latwo pokazaé, ze v € Wol’p(B(R)). Z zalozenia
u € VVll’p(R"), zatem

oc

|Du[P~2Du € L, (R™) C L” (R™), (3.4)

loc

gdzie p’ = B, 1 Apu = div (|DufP~2 Du) wyznacza funkcjonal na W, ?(B(R)) wzorem

—

(Apu,v) &) —/ | DulP~2Du - Dudz.
R”

Z definicji klasy S, wiemy, ze funkcjonal ten jest wyznaczany przez funkcje lokalnie
calkowalna, co oznacza, ze (Apu,v) = [pnw - vdz dla pewnej funkcji w € L} (R"), gdzie
v € C§(R™). Zauwazmy, ze z powodu gestoéci C§°(R") w przestrzeni WHP(R™), wzér (3)
ma sens réwniez dla v € WHP(R™) o zwartym noéniku. Rozwazajac v = u®p we wzorze (3)

dostajemy wzér':
/ —div (|DuP~2Du)(u®p)dx = / |DuP~2Du - D(u®p)dz. (3.5)
Rn B(R)

Pozostaje uzasadni¢ wzor (2). Wiadomo ([3], par. 1.1.3.), ze dla dowolnej funkcji

v E I/Vlloc1 (R™), jej pochodna liczona w sensie dystrybucyjnym jest tym samym, co pochodna

kierunkowa liczona klasycznie: %(z)’ przy czym ostatni wzér ma sens dla prawie kazdego x.

! Autorzy wybierajac zbiér S, nie zatozyli, ze u® € L},.. Nie jest zatem oczywiste jak rozumieli calkowanie
przez czeéci we wzorze (3.5). Stad nasze zalozenie u® € W2,

loc
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Dla pochodnej klasycznej mamy:
D(u®p) = D(u®) - ¢ + u*Dyp = au® ' Dv + u® D,
co konczy dowdd lematu. |
Uwaga 3.2.2.

Zauwazmy, ze obie calki we wzorze (2) po prawej stronie sa skonczone, choé¢ nie widzimy
tego we wzorze na S,.

Catkowalno$¢ wyrazenia A = ||DulP~%(Du - Dp)u®| wynika ze wzoru (3.4) oraz z faktu
iz Dp e L™, u* e LV ..
Catkowalnoé¢ wyrazenia B = || Du[P~2Du(Du®p)| juz wyjasniali$my.

Mamy zatem:
|a|/\Du|pu°‘*1g0dac < /A(x)da:+/B(:c)dm

i funkcja ¢ = |DulPu®"?! jest nieujemna. Zatem jest ona catkowalna.

W dowodzie twierdzenia 3.3.1 bedziemy korzystali ze wzoru, uzasadnionego ponizszym
lematem.

Lemat 3.3. Niech R > 0 oraz 0 < & € Lip(Ry), € € Lip(R) bedg zadane wzorami:

1, 0<t<1,
Q)= —t+2, 1<t<2, €a)=&(§). (3.6)
0, 2<t,
Zdefiniugmy @ formulg

Wéwczas, ¢ € Lip(R™)? i dla o, 3 > 0 zachodzi nastepujgcy wzor:

D o
/ Dol 1 < oRn-e, (3.8)
R<|z|<2R  ¢°

z pewng statg C = C(n,a, 3, \) € Ry, przy zaloZeniu, Ze
AMf—a)+a>-1, A>1. (3.9)
Dowdd. %

Zauwazmy, ze
Do)l = 267 (£) - |pe (%))

o a a(A=1) (). |Dg(Z)|*
[ ey, ooy eUNGEIDEL,
R<le|<2r  ¢° R JR<|z|<2R X ()]

Zatem

Podstawiajac y =  otrzymujemy dalej

Dele e . Oy
[ Pa= [ RIDEW) W) P ay
R<|z|<2R ¥ R Ji<|z|<2

2Jedli tylko X > 1.
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_ pn—a « 2 |§/ (t)| n—
=R . (/\ wn_l/l (é‘o(t))(;\(ﬁ—a)—i-at 1dt> y

gdzie wy,_1 to miara n — 1-wymiarowej sfery.
Zauwazmy, ze wyrazenie w nawiasie nie zalezy od R. Zatem o ile bedzie skoniczone, bedzie
szukanym C. Wystarczy oszacowaé calke, wystepujaca w tym wyrazeniu.

/2 D&l n-1gy /2 i dt
1 (&o(t)) NPt | (<t 1 2)G-aa
1

Ma—p0)—a+1

<

— 271—1 < 2n—1

)

1 1
/0 N B—a)+a dv

oile A\(B—a) +a>—1.

|
3.3. Nieistnienie nieréwnosci ré6zniczkowych
Naszym celem jest przedstawienie pelnego dowodu nastepujacego twierdzenia:
Twierdzenie 3.3.1 ([1], tw. 2.1). Jesl?
—1 1
1.0<p—-1<g< % oraz a € (maz{l —p,1- %},O), albo
-1
2.0<p—1<q= % oraz o € (max{l—p,l—q;:fl,l—p%l},()),
wowczas zagadnienie
—Apuzu! w R”
’ 1
{u}O,u;éO na R" (3.10)

nie ma rozwigzan w klasie S, = {u € WEP(R™) . Ayu e LD (R™ , u* € W,hP (R™)}.
loc P loc l

oc

Dowadd. %
Dowéd przeprowadzony zostanie w kolejnych etapach.

3.3.1. Wstepne ustalenia.

Niech ¢ spelnia warunki lematu 3.3. Zauwazmy, ze dla tak okredlonego ¢ zachodzi
e W™ (R") ip>0.

Niech a < 0 bedzie parametrem, ktéry rowniez pozniej dobierzemy. Zauwazamy, ze
poniewaz u® jest funkcja catkowalna, to v > 0 poza pewnym zbiorem Z C R™ miary 0.4

Dla uproszczenia zapisu wprowadZzmy nastepujace oznaczenia:

A(R) =supp ¢ = {z: |z[ < 2R},

P(R)={x: R < |z| < 2R}, R>0.

3 Autorzy pracy nie zakltadaja nic o a. Jest to blad, gdyz w dowodzie w [1] korzysta sie z wypisanych tu
zalozen.

4 Autorzy uznali w dowodzie, ze mozna zatozyé, ze u > 0 wstawiajac do wzoru (3.10) funkcje ue = u + ¢ i
rozwazajac € | 0. To zalozenie jest jednak bledne, gdyz funkcja u. moze nie spelniaé nieréwnosci (3.10).
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Lematy pomocnicze

Bedziemy potrzebowali uzasadnienia, ze zachodza ponizsze implikacje.

Fakt 1. Zachodzq:

1.

2.

7.

Przy zalozeniach: (1 —p < «a oraz p — 1 < q) zachodzi k = ai‘;ﬁl > 1.

Przy zaloZeniach: (1 — % <a<0oraz0<p—1) zachodzi a = % > 1.

!/

Niech r/,d’,p > 1. Istnieje liczba X = Ny or > 1, taka ze dla oy = pr/, f1 = (p — 1)k
zachodzi \(B1 — a1) + a1 > —1 oraz dla as = pd’, B = (p — 1)d’ zachodzi
)\(62 — 042) + as > —1.

. Przy zaloZeniach:

W@ otP-li_ ate o atq . a
a+q ¢—p+1 (I-a)(p-1) a—1

o= (n — i) (=1 L L n—a'’p\ _ ¢(n=p)—n(p—1)
zachodzi o = (n — pk') ( >+ ap> + ( ap ) = e m—
Przy zaloZeniach: 1 — -1 < a <0 oraz 0 <p —1 zachodzi m = 7(1%51@71) > 1.
Przy zalozeniach:
W ote -1 etq 1,1, 1 _(-o)k-1)

qg—p+1 n—p (I-a)p-1)"a o m’ q

-1 1 n—a' -1 n—pm
U:(n—pn')<p+>+< p), T:(n—pm')p + P

p ap p
mamy o =1 = 0.

n(p=1)
n—p

g(n—p)—n(p—1) <0.

zachodzi o = |

Przy zatozeniach: 0 <p—1<qg<

Dowod.

1.

2.

Istotnie, k = 219 > 1 wtedy i tylko wtedy, gdy o +¢ > o+ p — 1.
a+p—1

Istotnie, a = % > 1 wtedy i tylko wtedy, gdy v + ¢ > o — pa + p — 1, co jest
réwnowazne warunkowi, ze o« > 1 — %.

WeZmy A = p. Wowezas A\(B1 — a1) + a1 = p(—k') + pr’ = 0 > —1 i analogicznie
AB2 — a2) + ag =p(—ad’) +pa’ =0 > —1.

. Istotnie,

-1 1 n—a n n px 1\ n 1
e (5 ) e e
p ap ap b ap p a p a

(a+q(1—p—1)

=n—k{p-1)—-1=n+ p—— —-1=
(n=1D@g-p+)+(a+q)(l-p)-(1—-a)(p—1)
B g—p+1 B
_qn—1+1-p)—(p—n-14a+l-a) gn—p) —np-1)
N qg—p+1 N g—p+1 '
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5. Istotnie, a = T =1 > 1 wtedy i tylko wtedy, gdy —= p 1 > 1 —a, co jest r6wnowazne

warunkowi, ze a¢ > 1 — %1
6. 0 = 7 wtedy 1 tylko wtedy, = % + a7, réwnowaznie: . = A
Zauwazmy, ze “P= + T = n (% + %) — P =n -2 Wéwczas warunek na o = 7
mozemy zapisaé nastepujaco: — = 1—-2% %, co jest rownowazne % = 1— %q(p*l).
Zauwazmy jednak, ze pi = L. qa;‘zl (= g)ﬁ; D Wystarczy wiec pokazac ze ﬁ =
% czylize p=mn (1 — T) Ale wobec ¢ = n(p p) otrzymujemy tozsamosé p = p.
7 powyzszych rozwazan i punktu 4. mamy 7 = o = %, ale g = nflpi:;), zatem
e (n—p) —n(p—1)
B n—p :n(pfl)fn(pfl)zo
qg—p+1 g—p+1 '
7.
~1
> qgin—p)—n(p—1) - 7n%p,p)(n—p) —n(p—1) B np—1)—n(p-1) _0
g—p+1 g—p+1 g—p+1 ’
|

3.3.2. Przypadek 0 <p—1<¢g<*™ nlp=1),

n—p

Dowdéd tego przypadku przeprowadzimy w kolejnych krokach.

Krok 1. Szacowanie [p, uf™®pdz.

Mnozac (3.10) przez nieujemng funkcje u®p i korzystajac z Lematu 3.2 otrzymujemy:
/ wItpdr = / uItpdr < a/ | DulPu®~tpdx +/ |DulP~2 < Du, Dp > u®dx
" A(R) A(R) P(R)

Schwartz

< a/ ]Du|pu°‘*1cpdx+/ |DulP~! | Dolu®dz,
A(R) P(R)
zatem

/ ult®pdx + |af / | DulPu®Lpds < / | DulP~|Dyp|u®ds =: B. (3.11)
A(R) P(R) P(R)

Zauwazmy, ze stad wynika, ze funkcja u9T®yp jest calkowalna. Poniewaz nieréwnosé za-
chodzi dla dowolnego R, otrzymujemy ud™® € L}OC(R”).

Z nieréwnosci Younga (3.3) dla®
_1 ay L 1 a=1 _r
a=|Dg|l ¢ ¥ -ur 'V b= |DulP~t- ¥ -u 7 orazf =e ¥ otrzymujemy:

1 1
b= / |DulP~™ ¥ [Deplp? uda <
P(R)

DolP
< C’l(a)/ | DulPu® Y pdx + Cg(a)/ uo‘“’A%dw7 (3.12)
P(R) P(R) P

5Zauwazmy, ze w zbiorze P(R) funkcja ¢ jest $ciéle dodatnia, wiec b jest dobrze okreslona liczba.
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gdzie

== (3.13)
Po polaczeniu (3.11) i (3.12) oraz podstawieniu

vy
Cs(e) = |af - % >0, e€(0,¢/ )

nieréwno$¢ (3.12) zamienia si¢ w:

(3.14)

DoplP
/ ultodz + 03(5)/ | DulPu®pdr < CQ(E)/ u“*pA%da:. (3.15)
A(R) P(R) P( P

R) @
Wybierajac k£ > 1, takie ze % + % = 1 i stosujac do prawej strony nieréwnos$¢ Younga
(3.3)dlaa = u‘”p—lap%, b= \Dgp]pgolfpfé oraz = PP~ otrzymujemy:

/ uq“‘godx—kCg(s)/ | DulPu®tpdr < 04(5)/
A(R) P(R) P

Dol
u(a“’l)”goda:—i-Cg,(e)/ Dl dz,

R) P(R) P~
(3.16)
gdzie
epp=Dr  (I=plp—(1-plpr  (1-p)p(1-r)
Ca(e) = Ca(e) = = ;
K PK Pk

ep(I-p)s"  (I=p)p+(1—p)pr’  (1=p)p(1+~")

05(6) = 02(8) ! = p/-i/ = pl-i/ . (3.17)

Obie te stale sa wieksze od zera, gdyz Cs(e), e,k > 0.

Stosujac Fakt 1, punkt 1, mozemy wybraé k = ai‘;ﬁl. Wowczas nieréwnosé (3.16) mozemy
zapisa nastepujaco:

C q+a d C . o d <C ‘DSDIPH/
5(¢) A(R)u wdx + Cs(e) P(R)] ulPu®tpdr < Cs(e) i

1y PP dx, (3.18)
gdzie
gp(l—p) (1_ai:zl)
06(5) =1- 04(6) =1- pataq) . (3.19)
a+p—1

Mozemy wybraé takie e, by Cg(g) > 0. ©

Krok 2. Szacowanie [, ufpdz.

Mnozac (3.10) przez ¢ i odcatkowujac przez czesci otrzymujemy:

9 Schwartz 1
/ wlpdr = / ulpdr < / |DulP™% < Du,Dyp > dx < / | DulP™" | Dyldz
n A(R) P(R) P(R)

_q le=D=1) 4 1 (d-o)lp=1) 1_;4
= [DulP™ w7 v p pr |Dyldx
P(R)

6Zauwazmy, ze wowczas wyktadnik e jest dodatni. Zatem dla dostatecznie matych e stata Cs(e) moze byé
dowolnie bliska jedynki.
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p—1 1
Hold P DolP P
< / | DulPu®tpdx / u(lfa)(pfl)%da: . (3.20)
P(R) P(R) 2
Biorac a > 1, takie ze (% + % = 1) i stosujac nieréwnos¢ Holdera dla ostatniego wyrazenia

z (3.20), wyrazenie [ulpdr moze byé¢ oszacowane nastepujaco:

p=1 L , 4

P ap D pa pa’
/ uq¢dx<< / ‘Du,pua_lwdx> ( / ua(l_a)(p—n(pdx) ( / ‘ﬂ)/ dx) |
A(R) P(R) P(R) P(R) p\P7He

(3.21)
Stosujac Fakt 1, punkt 2, mozemy wybraé a takie, ze a(l — a)(p — 1) = g + «. Polaczmy
(3.21) oraz (3.18). Wéwczas

/ p—1 / L / 7
/ wlodr < C / | Dol dx ’ / | Dol dx ap / | Dl dx -
A(R) “\Jpr) or—D¥ P(R) P~ P(R) plr—D’

-
S

’ ;1+L ’ +
_ Dopl|PrF p ap Dop|Pe a’p
—C. / | ‘p|1 dx / | 90‘1 Lz (3.22)
p(R) PP P(r) PP
gdzie C. > 0.
Krok 3. Koniec dowodu w przypadku 0 <p—1< ¢ < "(:%:;).

Korzystajac z lematu 3.3 w (3.22) do wyrazen: I = [ Lﬁflf)i/ de i Il = | %dx oraz

dobierajac A > 1 w oparciu o Fakt 1, punkt 3, otrzymujemy:

1

~ / L_l+* / %
/ wd(z)dz < / wlpde < C (R ) 7 7% (R )™ = O, (3.23)
|lz|<R A(R)

gdzie 0 = (n—pr’) <% + %) + (n;f;,p) Biorac pod uwage nasze wybory «’ oraz a i stosujac

Fakt 1, punkt 4, otrzymujemy:

_qn—p)—n(p—-1)
o= p—— . (3.24)

Z Faktu 1, punkt 7, wiemy, ze 0 < 0. Wéwczas nieréwnosé (3.23) implikuje

/n ul(x)dz =0

To za$ stoi w sprzecznosci z faktem, iz u > 0 prawie wszedzie.

Krok 4. Podsumowanie warunkéw na parametry

W analizie tego przypadku korzystaliSmy z nastepujacych warunkéw na parametry:

1. k> 1 (Fakt 1, punkt 1),
2. a > 1 (Fakt 1, punkt 2),

3. 0 <0 (Fakt 1, punkt 7).

Uwzgledniajac wszystkie zatozenia punktow 1, 21 7 z Faktu 1, otrzymujemy nastepujacy
warunek wiazacy parametry:

-1 1
O<p_1<q<n(p7) oraz aG(ma:n{l—p,l—H}a())-
p
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n(p=1)
n—p

3.3.3. Przypadek krytyczny 0 <p—1<q=
Dowdéd tego przypadku przeprowadzimy w kolejnych krokach.

W tym przypadku okreslone w (3.24) o = 0 (Fakt 1, punkt 6).
Krok 1. Szacowanie f|x‘<R uldx.

Z naszego wyboru ¢ (parametr A dobierzemy pézniej) oraz ze wzoru (3.20) mamy:

/ ul(x)pdr < / | DulP~Y| Dyp|dz
lz|<R P(R)

p—1

p 1
v p P
< (/ ’Du|pua1(pdaj> (/ u(la)(p1)|D90|1dx>
P(R) P(R) (pp*

p—1

1 , 1
P mp pm m/
< / | DulPu® Y pda / um(l—a)(p_l)godx / ‘D(pi’l,dx ! ’
P(R) P(R) P(R) gp(l?— ym

gdziem >11i 2L+ L =1

Stosujac Fakt 1, punkt 5, mozemy wybraé¢ m = Wq(p—n' Zauwazmy, ze rowniez w
przypadku krytycznym, gdy ¢ = nini__;) spelnione jest zalozenie k = ai‘;ﬁl > 1 (Fakt 1,

punkt 1). Mozemy zatem zastosowa¢ wzor (3.18) do wyrazenia: DulPu®lpdz. To daje:
P(R) '

, p—1 , 1 1

Dl|P< P D|pm pm/ pm

/ ul(z)de < C / | 80’1 ~dx / L‘l/dm’ / uldx .
la|<R P(R) pP~LR P(R) plP~LIm P(R)

(3.25)

Krok 2. Koniec dowodu w przypadku 0 <p—-1<qg= "511’7_—;).

Po zamianie zmiennych otrzymujemy:

1

pm
/ ul(z)de < CoR" (/ uqd:v> , (3.26)
|z|<R P(R)
gdzie

T:(n—pm')p + = 0.
p

Istotnie, stosujac Fakt 1, punkt 3 do trojki (k',m/,p) zamiast (x',d’,p) zauwazamy, ze
istnieje A > 1, takie, ze dla obu par (a1,81) i (as,f3), gdzie oy = pr/, 1 = (p — 1)K/,
ag = pm/, B3 = (p— 1)m/, mozna zastosowaé¢ Lemat 3.3 z tym samym parametrem \. To
wyjasnia nieréwnosé (3.26).

Do momentu wyprowadzenia nieréwnosci (3.23) nie korzystaliSmy z zalozen na o. W
szczegllnosei przy naszych zalozeniach (3.23) jest spelnione. Z Faktu 1, punkt 6 mamy
o =1 =0, stad

/ u!(z)dx < oo.
Nieréwno$¢ (3.26) implikuje, ze istnieje taki ciag { Ry}, ze Ry — oo oraz
lim uldx = 0,
k=00 J|z|<Ry,

co konczy dowdd.
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Krok 3. Podsumowanie warunkéw na parametry
W analizie tego przypadku korzystaliSmy z nastepujacych warunkéw na parametry:
1. k> 1 (Fakt 1, punkt 1),
2. m > 1 (Fakt 1, punkt 5),
3. 0 =1 =0 (Fakt 1, punkt 6),
4. a > 1 (Fakt 1, punkt 2; warunek potrzebny do dowodu punktu 6).

Uwzgledniajac wszystkie zalozenia punktéw 1, 2, 51 6 z Faktu 1, otrzymujemy nastepu-
jacy warunek wiazacy parametry:

n(p—1)
n—p

O<p—1<gqg=

1
oraz aE(ma:E{l—p,l—Q+ ,1— a },0)~
D p—1

Uwaga 3.3.1.

% Autorzy pracy [1] rozpatrzyli réwniez przypadek, gdy 0 <g<p—1,p>1in > 1.Ich
dowdd opieral sie jednak na sprzecznych zalozeniach wiazacych parametry.

Dowdd. W dowodzie z pracy [1] w tym przypadku autorzy korzystaja z faktow, iz

n:ai—i_q>1 oraz a:a——i_q>l.
atp—1 1-a)p-1)

Jezelik >1loraz 0 < g<p—1,toa<1l—p.
Jezelia > 1,toqg+a>p—1—ap+a.
Uwzgledniajac 0 < g <p—11ia <1—p mamy:

p—1>q¢>p—1-—ap>p—-1-(1-pp=>p-1pE+1).
Dzielac stronami przez p —1 > 0 mamy 1 > p+ 1, czyli
p <0,

co jest sprzeczne z zalozeniem, ze p > 1. |
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Rozdziatl 4

Podsumowanie

Przeglad metod rozpoczynamy od dowodu twierdzenia o nieistnieniu w klasie C?(U) nietry-
wialnych rozwiazan zagadnienia:

~Au=|u/Tu w U,
u=>0 na OU,
gdzie "T_Q — # > 0, a U jest obszarem gwiazdzistym wzgledem punktu 0, ktérego brzeg jest
klasy C*.
Nastepnie pokazujemy uogdlnienie powyzszego twierdzenia. Dowodzimy nieistnienie w
klasie C?(U) nietrywialnych rozwiazan zagadnienia:

—Apu=Aultu w U,
u =0 na OU,

p gl
Dowody obu powyzszych twierdzen polegaja na odcatkowaniu wyjsciowego réwnania po

pomnozeniu przez 2 rézne funkcje: x - Du oraz u, co prowadzi do sprzecznych tozsamogci.
Zajmujemy sie rowniez nieistnieniem rozwigzan w klasie

gdzie (ﬂ — I 1) > 0 oraz A > 0.

So={uec WEP([R™) : Apue LL(RY), u® e WLP([R")},

oc C

dla nastepujacego zagadnienia:

—Apuz>u?  w R,
u>0,uz0 na R",

przy nastepujacych zatozeniach na parametry:

1. 0<p—1<q<n£Lp7__;)oraza€ (mam{l—p,l—%},O), albo

—1 1
2. 0<p_1<q:%oraza€ (maﬂs{l—P,l—%vl_p%l}’O)'

W dowodzie, poza catkowaniem przez czesci, wykorzystujemy wielokrotnie nieréwnosci
Holdera i Younga.
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