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Streszczenie

W pracy przedstawiono model matematyczny Wazewskiej-Czyzewskiej—Lasoty opisujacy dy-
namike produkcji czerwonych krwinek. Modele opisane sa réwnaniami z op6znieniem: rézniczkowym
czastkowym i catkowym oraz rézniczkowym zwyczajnym. Praca miata dwa cele. Pierwszym

z nich bylo wyprowadzenie modelu od podstaw w sposéb przystepny dla matematyka, nie
znajacego aparatu biologicznego. Drugim celem bylo przeprowadzenie matematycznej analizy
rozwigzan modeli. Najwiecej uwagi poswiecono modelowi zredukowanemu i analizie zachowan
asymptotycznych jego rozwigzan. Nacisk potozony byt takze na przejrzysto$é argumentéw i
uzupelnienie szczegdétéw brakujacych w tekstach zrodlowych w obrebie przedstawionego ma-
teriatu.

Stowa kluczowe

model Wazewskiej-Czyzewskiej—Lasoty, czerwone krwinki, réwnanie rézniczkowe zwyczajne,
rownanie rézniczkowe czastkowe, réwnanie z opéznionym argumentem, metoda charakterystyk

Dziedzina pracy (kody wg programu Socrates-Erasmus)

11.1 Matematyka

Klasyfikacja tematyczna
95C50 Medical applications (general)
92D25 Population dynamics (general)
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62P10 Applications to biology and medical sciences
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Wprowadzenie

W dzisiejszych czasach stawiamy medycynie coraz to nowe wyzwania. Aby im sprostaé¢ wyko-
rzystywane sa najrozniejsze srodki. Jedna z rozwijajacych sie galezi wspomagania rozwoju
medycyny jest wspdlpraca lekarzy z matematykami. Choé¢ nie zawsze medycy podchodza z
zaufaniem do metod matematycznych, udaje sie czasem poméc w ratowaniu ludzkiego zycia
poprzez przewidywanie zachowan organizmu na podstawie modeli.

Podstawa tej pracy jest artykul M. Wazewskiej-Czyzewskiej i A. Lasoty [1], opisujacy
wlasnie takie modele, ktore staly sie podstawa zmian w leczeniu chorych na pewne typy
anemii polekowej. Modele opisane sg réwnaniami z op6znieniem: rézniczkowym czastkowym
z nieliniowym catkowym warunkiem brzegowym oraz rézniczkowym zwyczajnym.

Prace zaczynamy od konstrukcji modeli od podstaw. Przedstawiamy potrzebne do uwzgled-
nienia wiadomosci z zakresu biologii uktadu krwinkotworczego, a nastepnie ich interpretacje
matematyczng, wyjasniamy jakie zalozenia powinien spetnia¢ model. Przechodzac do matem-
atycznej czesci pracy - z duza dbaloscia o szczegdtowa argumentacje wyprowadzamy modele i
rozwigzujemy je. Nastepnie przeprowadzamy analize zachowan asymptotycznych rozwiazania
stacjonarnego tak zwanego modelu zredukowanego (tego opisanego réwnaniem rézniczkowym
zwyczajnym) oraz interpretujemy je z fizjologicznego punktu widzenia.

W pracy zamieszczono liczne komentarze biologiczne, zwieniczone krétkimi wzmiankami o
tym, jak wykorzystano analize tego modelu do leczenia oraz jak rozwijalo i rozwija sie nadal
modelowanie dynamiki produkcji krwinek.

W tym miejscu pragne serdecznie podzickowaé dr hab. Urszuli Forys za owocne konsultacje
oraz dr hab. Tomaszowi Szarkowi i prof. Michaelowi Mackey'owi za serdeczna pomoc w
doborze odpowiedniej literatury.

I would like to express my special thanks to prof. Michael Mackey for his kindness and
help with the choice of appropriate publications.






Rozdziatl 1

Wstep

1.1. Wprowadzenie biologiczne, czyli co lekarz przekaze matem-
atykowi

Czerwone krwinki (RBC - red blood cells - erytrocyty) powstaja w szpiku kostnym. Ich
podstawowsg funkcjg jest zaopatrywanie komoérek organizmu w tlen.

U zdrowego czlowieka czerwona krwinka zyje ok. 120 dni. W warunkach chorobowych
czerwone krwinki moga ginaé¢ po krétszym okresie czasu (np. genetycznie uwarunkowana
anemia sierpowata), a mtode komérki moga by¢ niszczone przez czynniki zewnatrzkomérkowe.

W zdrowym organizmie, przebywajacym w stalych warunkach, istnieje silna tendencja
do utrzymywania stalej iloéci krazacych czerwonych krwinek. Nagle zmniejszenie ich ilosci
(spowodowane np. utrata znacznej ilogci krwi lub gwaltownym nasileniem procesu niszczenia
czerwonych krwinek) powoduje wyrazne pobudzenie produkeji czerwonych krwinek w szpiku
kostnym. Od momentu zmniejszenia ilosci czerwonych krwinek do momentu pojawienia sie
przeciwstawnej odpowiedzi wyréwnawczej musi minaé¢ pewien czas. W warunkach normal-
nych proces tworzenia erytrocytu trwa $rednio okoto 5,7 dnia (za [10]). W zwiazku z tym
uklad czerwonych krwinek dziala na zasadzie ujemnego sprzezenia zwrotnego!
parametrem.

Warto zaznaczy¢, ze optimum do jakiego ten uktad dazy ulega zmianie w zaleznosci od
zapotrzebowania organizmu na tlen. Jesli w skutek np. przebywania na duzych wysokosciach
lub choréb uktadu oddechowego zwiekszy sie zapotrzebowanie na tlen, uktad krwinkotworczy
podnosi produkcje czerwonych krwinek.

z op6Znionym

1.2. Oczekiwania wzgledem modelu, czyli co ustalg lekarz i
matematyk

Szukamy modelu zachowania sie ilosci czerwonych krwinek. Na razie, szukajac modelu, mozemy
mysle¢ o dowolnej mierze iloéci czerwonych krwinek - catkowitej masie, caltkowitej objetosci,
liczebnosci, zageszczeniu w jednostce objetosci krwi itp. Przez rozwiazanie bedziemy rozumieé
zalezna od czasu funkcje odzwierciedlajaca poziom RBC w organizmie.

Organizm dazy do utrzymania stalej ilosci czerwonych krwinek. Optimum, do jakiego
dazy organizm, bedzie dla matematyka stanem stacjonarnym, czyli niezaleznym od czasu
(oczywiscie nie liczac rozwiazania zerowego). Oznacza ono tyle, ze jesli organizm je osiag-
nie to optimum, to nie bedzie chcial go zmienié. Zbieznos¢ do stanu stacjonarnego bedzie

"W jezyku polskim brakuje lepszego ttumaczenia angielskiego zwrotu ,negative feedback”.



odzwierciedlal, opisana we Wprowadzeniu biologicznym, silng tendencje do utrzymywania
stalej ilodci krwinek. Stacjonarne rozwiazanie zerowe, bedzie oznaczato $mieré¢ (brak krwinek
w organizmie).

Wiemy, ze zdarzaja si¢ choroby, polegajace na nawracajacych oscylacjach ilodci czer-
wonych krwinek. Taka sytuacja bedzie odzwierciedlana przez oscylujace funkcje okresowe. W
takim przypadku, gdy choroba trwa zbyt dlugo, nastepuje Smieré¢, spowodowana wyniszcza-
jaca walka organizmu.

Przy utrzymujacym sie jakis czas dostatecznie niskim poziomie czerwonych krwinek or-
ganizm nie jest zdolny sobie poradzic.

Zatem poszukujemy modelu, ktéry bedzie odzwierciedlat 2 rodzaje rozwiazan:

1. zbiezne oscylujaco do stanu stacjonarnego (zdrowie i zdrowienie po chorobie),

2. nietrywialne rozwigzania okresowe oscylujace wokdt optimum (choroby przewlekle, zwane
czasem - zwlaszcza w pracach matematycznych - cyklicznymi).

Przy interpretacji takich wynikow nalezy jednak zachowadé ostroznosé. Moze sie zdarzyé
na przyktad przy duzych wartosciach pewnego parametru zbiezno$é¢ do stanu stacjonarnego,
ktory jest malejaca funkcja tego parametru. Wowczas bez analizy konkretnych danych nie
mozemy stwierdzié, czy éw stan stacjonarny nadal odpowiada zdrowiu, czy juz chorobie.

Oczywiscie mozliwe sg rowniez inne zachowania rozwigzan, jak na przyktad zbiezno$¢ do
zera (ktora nalezy zinterpretowaé jako niezdolnos$é organizmu do przezycia bez pomocy z
zewnatrz).

Oczekujemy pewnych oszacowan na warunki poczatkowe. Przy pewnych parametrach
poczatkowych musimy mieé¢ pewno$é powrotu do zdrowia, przy innych pewnosé choroby
przewleklej.

Caltkowita ilo$é¢ czerwonych krwinek zalezy od ich iloéci w chwilach wczesniejszych, wiec
warunkiem poczatkowym musi by¢ funkcja dana na pewnym przedziale czasowym. Miaroda-
jna informacje o wartosciach tej funkcji, a wiec o ilosci krwinek i innych parametrach, daja
badania przeprowadzone w warunkach szpitalnych.

Znajac te oszacowania bedzie mozna przewidzieé, kiedy i jakie badania powinny zostac
przeprowadzone, by méc prognozowaé zmiany w ilosci czerwonych krwinek.

Dla poprawnie zadanych danych poczatkowych (nieujemnych i ciaglych) liczba czer-
wonych krwinek powinna by¢, z oczywistych wzgledéw, ograniczona i nieujemna.

1.3. Warsztat matematyka

1.3.1. Uwagi o réwnaniach z op6znieniem

W omawianej klasie zagadnien, jako narzedzie stosuje si¢ powszechnie réwnania z op6znionym
argumentem. Odzwierciedla to zaleznosé zmian wartosci funkcji od jej wezedniejszych wartosci.

Definicja 1. Réwnaniem rozniczkowym zwyczajnym pierwszego rzedu z 0poZnionym argu-
mentem nazywam rownanie postaci

dx(t)
dt

= f(a(t) + g(a(t = h)),

dla danych funkcji f i g, w ktérym szukamy x(t).



Funkcja g jest ztozona z funkcja x o argumencie ¢ pomniejszonym o h. Liczbe h nazywamy
opOznieniem, a argument ¢t — h - opdznionym argumentem.

Do rozwiazywania takich réwnan poza znajomodcia wartosci poczatkowej potrzebujemy
rowniez znaé samo rozwigzanie na przedziale przynajmniej dtugosci op6znienia. W biomatem-
atyce zwykle zajmujemy sie rozwigzaniami z(t) dla wszystkich ¢t > 0. Zeby prawa strona
naszego réwnania z opéznieniem (f(z(t)) + g(x(t — h))) byla dobrze okre$lona, musimy znaé
g(z(t)) dla t w przedziale [—h,0]. Zatem potrzebujemy zna¢ samo x(t) dla t w przedziale
[—h,0].2

Informacje o réwnaniach z opdznieniem mozna znalezé w [12].

1.3.2. Informacja wstepna o modelach

M. Wazewska-Czyzewska® z A. Lasota* [1] w 1976 roku zaproponowali model matematy-
czny zachowania sie liczby czerwonych krwinek, za prace nad ktérym w 1977 roku otrzymali
Nagrode I Stopnia Wydzialu Nauk Medycznych PAN.

Jest to uktad réwnan opisujacych gesto$¢ rozktadu wiekowego i szybko$é produkeji czer-
wonych krwinek.

% + % = —A(t,a)n
n(t,0) = p(t) (1.1)
p(t) _ Qeifyfo n(t—h,a)da

Pierwsze réwnanie, z niewiadoma funkcja n, jest typowym zagadnieniem wlasnym dla
rownania transportu. Drugie okredla dla tej funkcji warunek brzegowy. Ostatnie réwnanie, z
niewiadoma funkcja p, jest nieliniowym réwnaniem catkowym.

Wyprowadzimy z tego modelu, tatwiejsze do badania réwnanie na caltkowita liczbe kr-
winek, nazywane modelem zredukowanym.

d]z;t(t) = —uN(t) + geNE=h), (1.2)

W obu modelach wystepuja réwnania z opdznionym argumentem.

1.4. Modj cel

Moim celem jest wyprowadzenie modelu i opisanie go w sposéb przystepny dla matem-
atyka, nie znajacego aparatu biologicznego. Nastepnie pragne pokazaé¢ zgodnosé wiasnosci
tego modelu z biologicznymi sugestiami na temat rozwigzan poczynionymi w rozdziale 1.2.
Podsumowaniem pracy bedzie informacja dla lekarza utatwiajaca podjecie decyzji o metodzie
leczenia.

2W praktyce nie da sie badaé funkcji  dla wszystkich ¢ z jakiegokolwiek przedziatu, gdyz mozemy zmierzy¢é
poziom czerwonych krwinek jedynie w konkretnej chwili. Dane zbierane sg podczas obserwacji szpitalnej.
Analityk uciagla te wyniki. Na tej podstawie przewiduje dalsze zmiany w poziomie czerwonych krwinek, z
czego wynika¢ moga decyzje lekarza o leczeniu.

3Maria Wazewska-Czyzewska (zm. 1979) — hematolog z Kliniki Choréb Wewnetrznych AM w Krakowie;
wykorzystujac wyniki analizy tego modelu w planowej terapii, pomogla w istotny sposéb wielu pacjentom z
anemia polekows.

4 Andrzej Lasota (1932-2006) — wybitny polski matematyk, profesor Uniwersytetu Slatskiego; laureat ogrom-
nej liczby prestizowych nagréd; zajmowal sie m. in. licznymi zagadnieniami biomatematyki, teorii réwnan
rézniczkowych i teorii prawdopodobienstwa.



1.5. Oznaczenia

Aby uczyni¢ rozumowania bardziej przejrzystymi zakladamy, ze wszystkie stalte i funkcje, o

ktorych znaku sie nie wypowiadamy, sa nieujemne.
Pelen indeks oznaczen zamieszczony jest w Dodatku A.
Fragmenty tej pracy, ktore nie byty catkiem szczegdélowo opisane w tekstach zrédtowych

i zostaly doprecyzowane, zostaly oznaczone symbolem ,%”.
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Rozdziatl 2

Model podstawowy

Szukamy rownan pokazujacych zaleznosci pomiedzy iloécia krwinek a ich $miertelnoscia i
produkcja.

2.1. Smiertelnogé

Zalbézmy, ze w krétkim czasie pomiedzy t a t+ h liczebnosé populacji krwinek zmienia jedynie
ich $miertelnosc.
Jesli przez N(t,a) oznaczymy liczbe krwinek, ktére w chwili ¢ nie przekraczaja wieku a,
to
N(t) = lim N(t,a)

a—00

bedzie oznaczalo catkowitq liczbe krwinek.
Wéwczas funkcja
0
n(t,a) = %N(t,a)
jest gestoscig rozkladu wiekowego krwinek. Intuicyjnie mozna patrzeé¢ na n(t, a) jako na ilogé
krwinek w chwili ¢ i w wieku a.

Zakladamy, ze znamy wielko$¢ populacji n(t,a) w chwili ¢ w wieku a i chcemy za jej
pomoca wyrazi¢ liczebnos¢ w nastepnej chwili: ¢ + h. Zauwazmy, ze po uplywie czasu h
krwinki, ktére byty w wieku a starzeja sie i stajg sie osobnikami w wieku a + h. Wéwczas,
jesli h jest male, n(t,a) — n(t + h,a + h) oznacza ilos¢ krwinek w wieku a, ktére zginely
w przedziale (¢,t+ h).

Niech intensywno$é destrukcji i(t, a) bedzie okre$lona nastepujaco:

it a) :}llir%n(t,a)—n(}tl—i-h,a—i-h).

Oznacza ona liczbe komérek w wieku a gingcych w chwili ¢.
Wspélczynnikiem destrukcji krwinek nazwiemy stosunek liczby komoérek ginacych w wieku
a do liczby wszystkich komérek w wieku a, w danej chwili ¢:

NP

Okresla on $miertelno$¢ komorek w wieku a w chwili ¢. Zakladamy, ze jest on ustalony
do$wiadczalnie.
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Zauwazmy, ze

. n(t+h,a+h)—n(t,a)
}IL% ( : - ) = —\(t,a)n(t,a).
Korzystajac z twierdzenia o wartoéci sredniej mamy

n(t+h,a+h) —n(t+ h,a) +n(t + h,a) —n(t,a)  On(t+ h,a) n on(t, a)

h da ot

dla pewnych t € (¢t,t + h), @ € (a,a + h).
Jedli przejdziemy z h do granicy otrzymamy réwnanie zwane prawem zachowania dla ges-
tosci rozkladu wiekowego:

on  On
5 + 0 = —A(t,a)n. (2.1)

Warunkiem poczatkowym bedzie dla nas n(t,0) = p(t). Mozemy go interpretowaé jako
liczbe komérek produkowanych w chwili ¢.

2.2. Produkcja

Zmiana catkowitej liczby krwinek pomiedzy czasem t — h, a t — h + At wynosi
AN(t—h)=N(t+ At —h)— N(t—h).

Jesli h jest opdznieniem z jakim dziata uktad krwinkotworczy, to w czasie pomiedzy ¢t — h,
a t— h+ At pobudzona zostaje produkcja, realizowana h czasu pézniej, ktérej zmiana wynosi

Ap(t) = p(t + At) —p(t).

Wiemy, ze istnieje powiazanie miedzy zmiana catkowitej liczby krwinek AN (¢t — h) a pro-
dukcja Ap(t). Przy malejacej ilosci krwinek wzrasta produkcja, wiec bedziemy szukaé takiej
nieujemne;j funkcji (¢, h), ze:

Ap(t) = —n(t,h)AN(t — h).

Przyjmujemy powiazanie 1(t, h) = yp(t)':

p(t + At) — p(t) = —yp(t)(N(t + At — h) — N(t — h)). (2.2)
Gdzie 7 - stala charakteryzujaca pobudliwo$é¢ uktadu krwinkotwércezego (bardziej szczegéltowo

za chwile).
Dzielimy réwnanie (2.2) przez At otrzymujac:

p+A) —pt) - NE+A=R) = N(t—h)

At At
Przechodzac do granicy otrzymujemy
(1) = —wp(0) TN (L~ h) (23)
at’ T TP ' '

Rozwiazaniem tego réwnania, przy stalej o, jest

p(t) _ Qe—’yN(t—h) _ Qe_vfooo n(t—h,a)da. (2‘4)

!Postaé tej funkcji moze budzié¢ pewne watpliwosci, lecz wynika ona z glebszych przyczyn biologicznych.
W literaturze spotykamy réwniez inne funkcje o podobnym przebiegu (patrz str. 263-265 w [10]).
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W tym paragrafie pojawity sie state v i 0. Po krétce przedstawie ich znaczenie biologiczne.

Zauwazmy, ze korzystajac z rownania (2.3) mozemy ~y zinterpretowaé jako wzgledny przy-
rost produkcji uktadu krwinkotwoérczego % spowodowany zmianag ilosSci krwinek w jednostce
czasu. ZalozyliSmy, ze v jest stala, co jest pewnym uproszczeniem. Znaczenie biologiczne
wspdblezynnika ¢ jest zwiazane z zapotrzebowaniem organizmu na tlen. Im wieksze to za-
potrzebowanie, tym wiekszy jest wspotczynnik o.

2.3. Definicja modelu podstawowego

Przez model podstawowy bedziemy rozumieé uklad réwnan: (2.1) - liniowego réwnania czgstkowego
pierwszego rzedu na gestosé rozkladu wiekowego n = n(t,a) krwinek z warunkiem brzegowym
p(t) i (2.4) - nieliniowego réwnania calkowego na p(t) (zawierajgcego niewiadomag n) - szy-

bkosé produkcji RBC:

% + % = —A(t,a)n
n(t,0) = p(t) (2.5)
p(t) _ Qeifyfo n(t—h,a)da

Bedziemy rozpatrywaé to zagadnienie dla ¢, a € [0, 00). To zalozenie nie ma dobrej inter-
pretacji biologicznej (z oczywistych wzgledéw czas, ani wiek krwinek nie moga by¢ nieogranic-
zone). Tym nie mniej przyjmujemy je ze wzgledu na przyjety model matematyczny.

Zakladamy znajomo$¢ funkcji n(t — h,a) dla wszystkich punktéw z
{(t,a) : 0 < t < h,0 < a}?. Woéwezas, na podstawie ostatniego wzoru z uktadu (2.5), mozemy
wyliczy¢ p(t) dla 0 < ¢ < h.

Ponadto zakladamy znajomo$¢ ciaglej i nieujemnej funkeji $miertelnosci A(t, a) dla wszys-
tkich ¢ i a, oraz stalych h (czas tworzenia krwinek), v (wzgledny przyrost produkcji jednos-
tkowej) i o (zapotrzebowania na tlen). W praktyce mozna je wyznaczy¢ doswiadczalnie biorac
pod uwage ich interpretacje biologiczna.

2.4. Analiza modelu podstawowego

2.4.1. Rozwigzanie stacjonarne

Przez rozwiazanie stacjonarne rozumiemy rozwiazanie w ktérym n(t,a), A(t,a) (opisane w
rozdz. 2.1), p(t) (opisane w rozdz. 2.2) nie zaleza od czasu. Wobec tego wprowadzmy oz-
naczenia: n(t,a) = n(a), A(t,a) = A(t), p(t) = p. Wpiszmy je do réwnania (2.1). Otrzymu-
jemy:

on on - on
— + — =—-\n, gdzie — = 0.
ot " a AT
Mamy wiec 3—2 = — 7 - réwnanie rézniczkowe zwyczajne, ktérego rozwiazaniem (przy statej k)

—X(s)ds

jest: m(a) = keJo . Biorac pod uwage warunek poczatkowy k = n(0) = p dostajemy:

7i(a) = pedo s (2.6)

W celu znalezienia p rozwazmy réwnanie (2.4). Wowczas p = pe” | Jo~ m(a)da

wynik z (2.6) otrzymujemy:

, a wstawiajac

p= ge—'yﬁ fooo exp(foa —X(s)ds)da.

2Mozna ja wyznaczyé na podstawie badan podczas obserwacji szpitalne;j.
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Znajdzmy jawny wzor na n. %
Niech stata ¢ = [5° exp( [y —A(s)ds)da. Wtedy

D = pe PC. (2.7)

State v i ¢ sg dodatnie, zatem na podstawie wlasnoéci Darboux funkcji z — x i x — ge™7*¢,
taka liczba P istnieje i jest jednoznacznie wyznaczone. Wobec tego i i(a) (patrz wzér (2.6))
istnieje i jest jednoznacznie wyznaczone (zakladamy, ze istnieje [;° —A(s)ds).

Zauwazmy, ze P spelnia réwnanie (2.7) wtedy i tylko wtedy, gdy 7 := vpc spelnia

1 _

—y=e " 2.8
ove 28)
Niech o = ﬁ. Wtedy (2.8) jest réwnowazne

oy =e Y. (2.9)

Rozwazmy funkcje o(y) = % Funkcja o jest iloczynem dwéch ciaglych, dodatnich
i malejacych funkcji na (0, 00), zatem jest ciagla i monotoniczna funkcja. Wobec tego o(y)
posiada funkcje odwrotna, ktéra nazwijmy E(o).

Zauwazmy, ze 0 E(c) = e~ () i réwnanie (2.9) jest réwnowazne j = E(c). Stad réwnanie

(2.7) jest réwnowazne Ypc = E (i), zatem

ove
1 /1
p ~ qe E () .
ve \oye

Wowczas réwnanie (2.6) ma postaé

1 ]_ a 5 oo a -
ﬁ(a) g 7E () efo *)\(S)ds’ gdzie c= / efo 7)\(8)de0“
e \ove 0

W praktyce p, v, 0, a wiec takze i funkcje E wyznacza sie do$wiadczalnie. Definiujemy
wiec znana liczbe przez funkcje odwrotng do pewnej funkcji. W dalszych rozdziatach jednak
bedziemy korzystaé z definicji funkcji E.

2.4.2. Rozwigzania niestacjonarne

W réwnaniach z opéznionym parametrem potrzebujemy znaé rozwiazanie w czasie o dtugodci
co najmniej réwnej opoznieniu. Jest to biologicznie uzasadnione - ilo$¢ krwinek zalezy nie
tylko od obecnego stanu, lecz takze od stanu we wczedniejszych chwilach.

Zakladamy znajomos$é stalych o i« i funkeji A(¢,a) oraz n(t,a) dla —h < t < 0, 0 < a,
czyli w obszarze zaznaczonym na rysunkach 2.2 i 2.1 poziomymi kreskami. To pozwala na
znalezienie funkcji p(t) dla 0 < t < h za pomoca wzoru (2.4). Funkcje n znajdziemy stosujac
metode charakterystyk - sprowadzimy réwnanie czastkowe do uktadu réwnan zwyczajnych.

Chcemy znaé rozwiazania dla wszystkich t,a > 0. Zrobimy to kolejno w nastepujacych
zbiorach. Niech

B
Ap={(t,a):t—nh<a<t—(n—1)h,a >0} gdzien =1,2,....

Oczywiscie A = Aj.
Na rysunku 2.1 jest pokazany zbiér A, a na rysunku 2.2 zbiér B.
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—a —aA
| — | —
 E—  E—
 —  —
I: I:
| — | —
| — | —
 E—  —

-h t -h h 1
Rysunek 2.1: Rozwiazywanie réwnania Rysunek 2.2: Rozwigzywanie réwnania
(2.1) metoda charakterystyk na zbiorze B. (2.1) metoda charakterystyk na zbiorze A.
Twierdzenie 2.4.1. Rozwigzania ukladu (2.5) sq postaci:

t
n(t,a) = n(0,a—t)e = Jo Ms.ats—t)ds dla (t,a) € B
n(t,a) = pt—(n—1)h—a)e = Jy At=(n-Dh-atss)ds gy, (t,a) € Ap, n=1,2,..
(2.10)

Dowdd. %

Roéwnanie (2.1) jest réwnaniem liniowym. Najpierw znajdziemy rozwiazania dla x € B,
czyli w obszarze zaznaczonym na rysunku 2.1 ukosnymi kreskami.

Zalozylidmy, ze n(t,a) jest rozwigzaniem réwnania (2.1) dla —h <t <0, 0 < a, a wigc w
szczegolnosci na osi a.

Metoda charakterystyk sprowadzamy réwnanie (2.1) do nastepujacego ukladu réwnan
rozniczkowych zwyczajnych:

t'(s)=1 0
a(s)=1 a(0) =a (2.11)
z n(0,a)

w ktérym z(s) bedzie réwne n(t(s), a(s)), o ile dane sa niecharakterystyczne. Zauwazmy jed-
nak, ze (1,1) }f (0,1), wiec dane sa niecharakterystyczne i mozemy stosowaé¢ metode charak-
terystyk.

Dla ustalonego a € [0, 00), rozwigzaniami pierwszych dwoch réwnan sa t(s) = s
ia(s) =s+a (s>0). Wyznaczymy wiec rozwiazania nad charakterystykami zaczynajacymi
sie na osi a, czyli dla (¢,a) € B.

Ostatnie réwnanie (2.11) jest wobec tego réwnowazne

2'(s) = =A(s,s+ a)z(s)
{ 2(0) = n(0, a) (2.12)

3W artykule [1] wypisano rozwiazania na zbiorach A = A; i B oraz podano metode, jaka mozna do nich
dojsé.
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Zauwazmy, ze jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych, mozemy wiec je scatkowaé

stronami réwnanie.
s Z/(T) s
/ dr = —/ A(r,r 4 a)dr.
o 2(r) 0

W pierwszym réwnaniu podstawmy z(r) = v.

s 5/ 2(s) z(s)
/ Z(T)dr:/ }dv:/ ldv.
o z(r) 2(0) v n

(0)

Po scatkowaniu tego rownania otrzymujemy:

In|=(s)] — In|n(0,a)| = — /0 A(r,r + a)dr.

Skoro z(s) > 01 p(t) > 0, to biorac exponente obu stron réwnosci otrzymujemy

Z(S) — fos )\(r,rJra)dT"
n(0,a)
Mnozac to réwnanie przez p(t) otrzymujemy ostateczna postaé z(s):

s

Z(S) _ n(07 a)ef fO )\(T‘,T"Fa)dr‘

Zauwazmy, ze

2(s) = n(t(s),a(s)) = n(s,a + s) “;é*s n(t,a).

Wobec tego dla (£,@) € B otrzymujemy:

~ s . t ~ o~
n(t,a) _ Z(S) _ z(O)ei fO A(rt+r)dr _ n(()’a . t)ef fO A(r,a7t+r)dr.

Analogicznie, mozemy wyznaczy¢ rozwiazania dla (¢,a) € A = A; (patrz wykres 2.2).

Zalézmy, ze n jest rozwiazaniem réwnania (2.1) z warunkiem n(t,0) = p(t), okreslonym
dla ¢ takich, ze 0 < t < h (poniewaz funkcje p(t) znamy jedynie dla tych t). Niecharakterysty-
czno$¢ danych wynika z tego, ze (1,1) f (1,0).

Rozwiazania dla (¢,a) € A wyznaczymy rozwiazujac uklad (2.11) z warunkami poczatkowymi:

#0) = ¢
a(0) =0
z(0) = p(?)

Wéwezas

l

2(s) = n(t(s),a(s)) = n(t + s,5) "= " n(t,a).
Wobec tego dla (f,a) € A otrzymujemy:

n(t,a) = p(t —a)e” Jo Mi=arirydr (2.13)
Otrzymali$my zatem rozwiazania (2.10).

Latwo sprawdzié, ze te funkcje sa klasy C? i ze spelniaja réwnanie (2.1), zatem sa
szukanymi rozwigzaniami.

Dalej bedziemy mogli krokami, w kolejnych zbiorach A, (patrz rysunek 2.3), znalezé
rozwigzania dla wszystkich ¢t > 01 a > 0. Znajac bowiem rozwigzanie w zbiorach B, Aq, ...
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. Y

(n-2)h (n-1)h nh

Rysunek 2.3: Rozwiazywanie rownania (2.1) metoda charakterystyk dla wszystkich ¢,a > 0.

Ap_1, w szczegbdlnosci znamy je na obszarze {(t,a) : (n —2)h < t < (n — 1)h,a > 0}
(zaznaczonym na rysunku 2.3 poziomymi kreskami). Na podstawie wzoru (2.4) wyliczamy
p(t) = n(t,0) dla t € [(n — 1)h,nh] (pogrubiony odcinek na rysunku 2.3; por. rysunek 2.2).
Jest to warunek poczatkowy dla n(t,a) w obszarze A,. Dane sa niecharakterystyczne na
podstawie tego samego argumentu, co przy rozwazaniu zbioru A. Mozemy wiec stosowaé
metode charakterystyk dla zbioru A,,.

Niech

we(y) =n(y + (n —1)h,a), y € (0,h].

Roéwnanie (2.1) jest niezmiennicze ze wzgledu na translacje zmiennych, zatem na mocy wzoru
(2.13):

n(y + (n —1)h,a) = wa(y) = ply — a)e” foa A(y—a—&—r,r)dr.
Wstawiajac t = y + (n — 1)h dostajemy
n(t,a) =p(t —(n—1)h —a)e" foa ’\(t_("_l)h—a-&-r,r)dr’

dla (¢,a) € A,,.
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Rozdziat 3

Model zredukowany

Na problem dynamiki czerwonych krwinek mozemy spojrzeé inaczej - nie rozwazajac rozklad
wiekowy krwinek (n), lecz N(t) = [;° n(t,a)da - calkowity liczbe krwinek w chwili ¢. Zna-
jdziemy réwnanie rézniczkowe zwyczajne z opéznionym argumentem na N (t), ktére jest duzo
wygodniejsze do badania niz rownanie czastkowe.

3.1. Wyprowadzenie z modelu podstawowego

Zalozmy, ze wspotczynnik destrukcji A(t,a) (zdefiniowany w rozdz. 2.1) nie zalezy od czasu i
struktury wiekowej populacji i oznaczmy go u.
Zauwazmy, ze mozemy woOwczas napisaé

5T At a)n(t, a)da
[ n(ta)da
Wyrazenie w liczniku oznacza catkowita liczbe krwinek, ktére zostaly zniszczone w jednostce
czasu, a w mianowniku - catkowitg ilo$¢ krwinek. W takim przypadku p bedziemy interpre-
towaé jako érednia czesé catej populacji krwinek gingca w jednostce czasu.
Calkujac wzgledem a réwnanie (2.1) w przedziale [0, 00) otrzymujemy:

/0°° %g{a)da N /0°° 3”52“)61@ _ /OOO At a)n(t, a)da. (3.1)

Pierwszy sktadnik mozemy zapisa¢ inaczej:
> On(t,a) d / o0 d
——da = — n(t,a)da = —N(t).
| da = 4 [T nita) 0
Wykonajmy catkowanie drugiego sktadnika uwzgledniajac, ze z fizjologicznego punktu
widzenia naturalne jest zalozenie, ze przy wieku dazacym do nieskonczonosci liczba krwinek
spada do zera, czyli lim,_,o n(t,a) = 0. Otrzymujemy:

/ 8ng’a)ala = lim n(t,a) —n(t,0) = 0— p(t) (2.4) g N,
0 a a—00

Wyrazmy jeszcze prawa strone przez N (t):

o0 I At a)n(t,a)da [
—\t,a)n(t,a)da = —=° : d / n(t,a)da = —uN(t).
| Mtan(ta) e, e =—uN ()
Podstawiajac wyniki catkowania do lewej strony réwnania (3.1) i powyzsza postaé prawej
strony, a nastepnie przenoszac jeden sktadnik na prawg strone otrzymujemy roéwnanie:

djgt(t) = —uN(t) 4+ e N1 nazywane modelem zredukowanym.
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3.2. Definicja modelu zredukowanego

Przez model zredukowany bedziemy rozumieé nielintowe réownanie rozniczkowe zwyczajne z
opoznionym argumentem na N (t) - calkowitq liczbe czerwonych krwinek w organizmie:

AN (t)

— = —uN(t) + ge N, (3.2)

Rozwiazaniem jest funkcja N(t) ciagla na [—h, 00), ktéra na odcinku [—h, 0] jest réwna
danej funkcji (uzasadnienie w rozdz. 1.2), a dla ¢ > 0 jest rézniczkowalna i spelnia (3.2).
Zatem do wyznaczenia funkcji N(t) dla ¢ > 0 zakladamy znajomo$¢ nieujemnych statych h,
w oraz o, ktore da sie wyznaczy¢ doswiadczalnie.

W dalszych rozwazaniach bedziemy korzysta¢ z uproszczonej wersji tego rownania.

3.3. Przeskalowanie modelu zredukowanego

To réwnanie da sie uproéci¢. Podstawmy t(x) = %. Wowczas %

dN(t(z)) dN dt(z) , 1
B S NV VA il S\ L
Mamy zatem:
dN (t(z _ ) —
10 D) N (1)) + g TN,

12N (2] = L (S )]+ eV,
dr  \vo oY Y0

Mozemy zredukowac liczbe statych nastepujaca zamiana zmiennych:

u() = N(Z)

. ou
ye
r = hye
Otrzymujemy:
d
l;(x) = —ou(z) + e ") dla g,r > 0. (3.3)
i

Do wyznaczenia funkcji u(z) potrzebna jest znajomosé statych r i o, ktére mozna wyliczyé
na podstawie stalych znanych z modelu zredukowanego.

Jako rozwiazanie szukamy funkcji u(x) ciaglej na [—r, 00), ktéra na odcinku [—r, 0] bedzie
réwna danej funkcji ¢(x) (uzasadnienie w rozdz. 1.2), a dla x > 0 bedzie rézniczkowalna
i bedzie spelniata (3.3).

Zatem niech warunkiem poczatkowym bedzie

o) =u(xr) dla —r <z <0. (3.4)
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3.4. Analiza rozwigzan

3.4.1. Istnienie i jednoznacznos$é¢ rozwigzania

Skonstruujemy rozwiazania réwnania (3.3) w kolejnych przedziatach (nr, (n+ 1)r]. Zapiszmy
to rownanie nastepujaco: %
v (z) = —ou(x) + h(x), (3.5)

gdzie h(z) = ¢“(#=7) jest dana, ograniczong i gladka funkcja.

Zacznijmy od konstrukeji na przedziale (0, 7].

Dla z € (0,7] funkcja h(z) = u(x —7) = p(x —r) € C°(—h,0) jest dana.

Jest to réwnanie liniowe, wiec na podstawie twierdzenia Picarda-Lindel6fa, mamy istnienie
i jednoznacznos¢ rozwigzania.

Najpierw rozwiazemy réwnanie jednorodne, a nastepnie znajdziemy rozwiazanie danego
metodg uzmienniania stalej.

Rozwiazaniem réwnania jednorodnego

v (z) = —ou(x)
jest funkcja
u(z) = ce 7"
Niech u(z) = ¢(x)e™7*. Wtedy
u'(z) = d(2)e” 7" — ge(z)e™ " = (x)e” 7" — ou(x)

Whpisujac v/(x) z réwnania (3.5) otrzymujemy
—ou(z) + h(z) = d(x)e™ " — ou(x),

czyli

Wobec tego dla x w przedziale (0, 7]
c(z) = / e?®h(s)ds + d,
0

gdzie, na podstawie (3.3) i (3.4), h(s) = e~ a d = ¢(0) = u(0) = ©(0).
Zatem jesli x € (0,7], to

u(z) = p(0)e™ 7% + e*”/ e s, (3.6)
0

Pokazemy teraz indukcyjnie, ze podobna konstrukcjg mozemy znalezé jednoznaczne rozwigza-
nia dla wszystkich x € R.

Twierdzenie 3.4.1 (Istnienie i jednoznaczno$é rozwiazan). Jedynym rozwigzaniem réwnania
(3.3) z warunkiem poczgtkowym (3.4) w przedziale x € (nr, (n+ 1)r] dlan =0,1,... jest
x

u(z) = u(m“)e_g(x_m") + e_”/ 75~ g, (3.7)

nr
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Dowad. %
Wzér (3.7) zostanie wykazany przez indukcje.
Przypadek n = 0 wynika bezposrednio z réwnania (3.6).
Zalézmy, ze dla x € (nr, (n + 1)7]

u(w) = ulnr)e=om) 0w [ eremulengy,

nr

Pokazemy, ze dla € ((n + 1)r, (n + 2)r| zachodzi wzér

T

u(w) = u((n + 1)T)€7U(xi(n+l)r) + eigx/ easfu(sfr)ds-
(n+1)r
Niech
v(y) =uly+nr), ye(0,r].

Roéwnanie (3.3) jest niezmiennicze ze wzgledu na translacje zmiennych, zatem na mocy wzoru
(3.6):

y y
u(y+nr) =v(y) = U(O)e_”y+e_”y/ 75 v gg = u(m“)e_ay—}—e_ay/ s uls+(n=1)r) gg
0 0

Wstawiajac x = y + nr dostajemy
u(z) = u(nr)e—a'(:t—nr) Lo /m,m o (stnr)—u(s+(n=1)r) o
0

Co po zamianie zmiennych s = s + nr w ostatniej calce daje wzoér (3.7).
Zauwazmy, ze rozwiazanie (3.5) dla z € (—r,nr], gdzie n € N, w sposéb jednoznaczny
przedluza sie do rozwiazania na odcinku (—r, (n+ 1)r|. Zatem rozwiazanie jest jednoznaczne.
]

Whniosek 1 (Nieujemno$é rozwiazan). Dla nieujemnych warunkéw poczgtkowych rozwigzanie
réwnania (3.3) jest nieujemne.

Widaé to od razu ze wzoru (3.7).

Zauwazmy, ze lekarza beda interesowaly wylacznie rozwiazania dla nieujemnej poczatkowej
liczby krwinek, dlatego w dalszych rozwazaniach bedziemy przyjmowaé, ze dla kazdego
x € [—r,0] funkcja p(z) jest nieujemna.

3.4.2. Ograniczono$¢ rozwigzan

W rozdz. 1.2 zaznaczyliSmy, ze w modelu odpowiadajacym rzeczywistosci dla poprawnych
danych poczatkowych rozwiazanie powinno ograniczone z goéry. Pokazemy oszacowanie dla
rozwiazan przeskalowanego modelu zredukowanego (3.3).

Twierdzenie 3.4.2. Dla kazdej nieujemnej funkcji cigglej @(x), okreslonej w przedziale
[—r, 0], rozwigzanie réwnania (3.3) jest ograniczone dla x > —r. Ponadto zachodzi nieréwnosé:

1 1
—eTr < liminf u(x) < limsupu(z) < —. (3.8)
o

o T—00 T—00

Dowod. %
Zacznijmy od nastepujacego lematu.
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Lemat 1. Jezeli dla pewnego rozwigzania u réwnania (3.3) zachodzq nieréwnosci:

m < liminfu(z) < limsupu(zr) < M, (3.9)

L0 T—00

gdzie state m, M sq skonczone, to zachodzi rowniez nierowno$c:

e M e M
—— < liminfu(x) < limsupu(zr) < —. (3.10)
g r—00 T—00 g
Dowadd. %
Dowéd pokaze przy zalozeniu, ze u(x) € C2.
Rozwazmy trzy przypadki jak zachowuje si¢ u/(z) w poblizu nieskoniczonosci:

1. u/(z) >0,
2. u/(z) <0,
3. u/(z) oscyluje wokdl zera.

W pierwszych dwoch przypadkach pokaze najpierw, ze lim, o u'(z) = 0.

Jesli w poblizu nieskorniczonodci v/ (x) > 0, to u(x) jest tam rosngca i ograniczona. Zatem
istnieje skoniczona granica u(x) przy x — oo. WprowadZzmy oznaczenie A1 = lim,_, o u(x).

Rézniczkujac réwnanie (3.3) otrzymujemy

u'(x) = —ou' (2) — o/ (x — r)e” @), (3.11)

Skoro dla dostatecznie duzych z mamy u'(x) > 0, to dla tych z zachodzi —ou/(z) < 0
i —u/(x —r)e (") < 0. Zatem u”(z) jest w poblizu nieskohczonoéci niedodatnia. Wobec
tego v/ jest w poblizu nieskorficzonoéci malejaca i ograniczona, zatem ma skoficzong granice.
Oznaczmy By = lim,_. v/ (x). Pamietajmy, ze z zalozen tego przypadku wynika, ze jako
granica nieujemnej funkcji By > 0.

Zauwazmy, ze dla dostatecznie duzych n

n+1 Bl
w(n+1) — u(n) = / W(s)ds > 2L (3.12)
Ponadto dla dostatecznie duzych N, ng € N zachodzi u(N) = u(ny) —1—27];7:”0 (u(n+1)—u(n)).
Zatem

N 3.12

Ay = A}gnoou(N) = ]\}iinm(u(no) + n;()(u(n +1) —u(n))) ( > ) u(ng) + Nliﬁm@(N . %)
Zauwazmy jednak, ze dla By > 0 granica limy_,o (N - %) jest nieskonczona i nie moze byé
wieksza lub réwna od statej Ai, wiec ten przypadek nie zachodzi. Musi wiec by¢ By = 0.

Analogicznie postepujemy w drugim przypadku. Jesli w poblizu nieskoniczonosci v/ (x) < 0,
to u(x) jest tam malejaca i ograniczona. Zatem istnieje skonczona granica u(x) przy = — oo.
WprowadZzmy oznaczenie As = lim,_, o u(x).

Rozwazmy znak u” (x) przy tych zalozeniach (wzér (3.11)). Skoro dla dostatecznie duzych
z mamy /() < 0, to dla tych & zachodzi —ou'(z) > 01 —u/(z —7)e”**=") > 0. Zatem u” (z)
jest w poblizu nieskoficzono$ci nieujemna. Wobec tego u' jest w poblizu nieskornczono$ci
rosngca i ograniczona, zatem ma skonczona granice. Oznaczmy By = lim,_,o u/(z). Jako
granica niedodatniej funkcji Bs < 0.
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Zauwazmy, ze dla dostatecznie duzych n

n+1 By
w(n+1) — u(n) = / w(s)ds < 2. (3.13)
P . . . B N

onadto dla dostatecznie duzych N,ng € N zachodzi u(N) = u(ng) +>,—,, (u(n+1) —u(n)).
Zatem

N (3.13) B
Ay = lim u(N) = J\;iinm(u(no) + ) (u(n+1) —u(n) < u(ng)+ ]\}iirlw(N . 7)

N—oo
n=nyg

Zauwazmy jednak, ze dla By < 0 granica limy_,o (N - %) jest nieskoniczona i nie moze by¢
mniejsza lub rowna od statej As, wiec ten przypadek nie zachodzi. Musi wiec by¢ Bs = 0.

Pokazalismy, ze jesli v/(x) > 0 lub «/(z) < 0, to lim,_ v (x) = 0. W obu przypad-
kach pokazaliémy istnienie skonczonej granicy lim, o u(x). Oznaczmy ja A. Woéwczas, na
podstawie réwnania (3.3)

A=—"——. (3.14)

7 zatozen lematu istnieja skonczone liczby m oraz M, takie, ze m < A < M. Wbwczas z tego,
ze funkcja  — e™* jest malejaca, a 0 > 0 wynika, ze

Postugujac sie réwnoscia (3.14) zapisujemy powyzsza nieréwnosé nastepujaco:
—-M —m
£ <A<t
o o
Ale A = lim,_,o u(z), wiec pokazaliSmy (3.10).
Pozostal przypadek, gdy v’ w nieskoniczonosci oscyluje wokét zera.
Niech Z; = {z : u(z) ma maksimum w z}, Zo = {z : u(x) ma minimum w z}. Za-
uwazmy, ze
limsup u(z) = limsup{u(x) : x € Z1 },
T— 00 Tr—0Q0
oraz

hxnl&lfu(x) = hxni)ggf{u(a:) cx € Zo}.

Dla z € Z; U Z3 funkcja u/(z) = 0. Zatem na podstawie (3.3) dla tych  mamy

—u(z—r)

u(z) = ¢ . Dla dostatecznie duzych z, pewnego 6 < 1 zachodzi 3 < u(x) < 0M. Zatem,
skoro o > 0, mamy
e~ M e—u(®) e—%
< <
o o o

Ale ta nier6wnoéé jest réwnowazna stwierdzeniu, ze dla dostatecznie duzych = € 73

e 0
u(z) < )
o
a dla dostatecznie duzych x € Zs
—OM
e
< u(z)
o
Zatem
e M : e v
< liminf{u(z) : x € Z2} < limsup{u(z) : z € Z1} < .
r—00 —00 g

24



Powr6émy do dowodu twierdzenia.
Wiemy z wniosku 1, ze dla kazdego u(z) > 0. Mozemy wiec przyja¢ m = 0. Wéwcezas, na
podstawie lematu 1, dla dostatecznie duzych = otrzymujemy prawa nieréwnosé z (3.4.2):

o o
Zatem, dla dostatecznie duzych x mozemy wzia¢ M = % Wéwczas, zndw na mocy lematu 1,
otrzymujemy lewa nier6wnosé z (3.4.2):

< u(x)
o
0
3.4.3. Stabilno$é rozwigzania stacjonarnego
W rozwiazaniu stacjonarnym u(z) nie zalezy od czasu, czyli dla kazdego x mamy
u(z) = u = const. Wtedy dl;—gcz) = —ou(z) + e =) zamienia sie w 0 = —ou 4 e, czyli

u= FE(0), gdzie F jest funkcja zdefiniowana w rozdziale 2.4.1.

Przez stabilno$é rozwiazania stacjonarnego rozumiemy, ze u(x) zbiega przy x — oo do
rozwiazania stacjonarnego.

Pokazemy, ze to rozwiazanie jest stabilne dla duzych o lub matych r.

Twierdzenie 3.4.3. Jesli o > %, to dla kazdego rozwigzania u réwnania (3.3),
lim, oo u(x) = E(0).

Dowadd. %
Zdefiniujmy funkcje F, : R — Ry nastepujacym wzorem
1
Fy(a) = —e
o
Niech
1 -1 1
Oé(](O') = —5,€ 79, ﬁU(J) = o

Lemat 2. Niech

Wtedy dla wyzej zdefiniowanych oy, (o), Bn(o) oraz F1(&) oraz o > % istniejq granice przy
n — oo 1 zachodzi:

lim ap(o) = lim G,(0) = lim F'(§) = lim F}(=€). (3.15)

n—oo n—~oo n—oo n—oo

Dowadd. %
Zauwazmy, ze

f = _Fa(ﬁﬂ(a))'
Ponadto:



i analogicznie

Bo(o) = 2,
Bi(o) = Fo(ao(o)) = Fy(8),

Bon(0) = Fo(0zn-1(0)) = F2(Ban_n(0)) = F21(~¢),
Bons1(0) = Fy(02n(0)) = F2(Ban_1(0)) = F2n(B1(0)) = F2m+1(¢).

Zauwazmy, 7e o, (0), a2,11(0), Bons1(0) oraz Bani2(0) sa iteracjami funkeji F2 dla
pewnych punktéw startowych. Pokaze, ze przy zalozeniu, ze o > %, iteracje F? na dowolnym
punkcie poczatkowym zbiegaja do jedynego punktu stalego tej funkcji. Zauwazmy, ze na mocy
wtasnosci Darboux funkcja x +— %FU(SU) przyjmuje wartosé 1. Funkcja ta jest écisle malejaca,
wiec w szczegllnosci ta wartosé przyjmuje tylko raz. Zatem F, ma dokladnie jeden punkt
staly. Oznaczmy go .

Rozwazmy dowolny punkt a € R. Zauwazmy, ze dla kazdego a < z, mamy F,(a) € [z,,00)
oraz dla kazdego a > x, mamy F,(a) € (0,7,]. Zatem F,(a) lub F2(a) nalezy do [z,,00).
Wystarczy wiec pokazaé, ze iteracje F2(b) dla b € [z,,00) zbiegaja do z,, gdyz

F7™2(a) = F7"(F7(a)) = Fo(F"(Fo(a)),

F, jest ciagta, a F2(a) lub F,(a) nalezy do [z,,c0).

Zauwazmy, ze F2([z5,00)) C [z4,00), ponadto - jako przestrzeh metryczna - ta potprosta
domknieta jest zupelna. Aby skorzystaé z twierdzenia Banacha o punkcie stalym, wystarczy
wiec pokazaé, ze F2 jest zwezajaca na [x,,00).

WeZzmy dowolne b € [z,, 00). Pokazmy, ze

0 < (F2(2))|pmp < co < 1. (3.16)

Zauwazmy, ze

1 _1.-= ! 1 /1%
(B2 @) o= (7 ) lomp = e (70 >0,

Pokazmy, ze funkcja (F2(z))" jest malejaca na [z,,00). Wystarczy, by jej pochodna byta
ujemna.

1 1—b 1 1 1 b
2 " _ —(=e °+b —b _ —(= +b
(@) s = e 370 (L 1) = Lo 0m0) -0 7
Niech o1 = % Wtedy z, = 1. Pokazemy, ze dla ¢ > o) oraz b € [z,,00) zachodzi

F,(b) < 24, = 1. Zauwazmy, ze ze wzoru na F, wynika, iz o ile 0, # o0} to 25, # 4,.
Réwniez ze wzoru na F, wiemy, ze jesli o > o1 to

Fy (x5) > Fo(zs) = 4. (3.18)
Gdyby
To > Loy = 1; (319)
to
1 =24 > F; (2s), bo Fy, ([1,00)) C (0,1]. (3.20)

Woéwcezas otrzymujemy sprzecznosé:

(3.20) (3.18) (3.19)
l=xs > Fy(xy) > Fylag) =25 > x5 =1 (3.21)
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Wobec tego
To < Xy = 1. (3.22)

Zatem dla o > oy oraz b > z, zachodzi F,(b) < F,(z,) < 1. Widzimy wigc w (3.17), Ze na
tym przedziale i dla tych o (FZ2(b))" jest ujemna.
Skoro wiec (F2(b)) jest malejaca, to

(F20)) < max (F20)) = (F2(w,)) = —pe= (e +e0) =
b€z g ,00) g
2 3.22
= %e_(F"(x")H") = %6_276” = (16_%) = (F,(75))* = 22 ( < : 1.
g ag g

Wobec tego dla o > % oraz x > x, funkcja F2(x) jest w siebie i jest zwezajaca. Zatem z
twierdzenia Banacha wynika, ze F? ma dokladnie jeden punkt staly z, i 2, = lim,, . F?(2).
Pokazalidémy wiec, ze dla kazdego x ciag iteracji F, (dla o > %) jest zbiezny do punktu
statego. Wobec tego istnieja granice o, (o) oraz (,(o) i zachodzi (3.15). O

Powr6émy do dowodu twierdzenia. Przypomnijmy funkcje E(o) zdefiniowana w rozdziale
2.4.1: E(o) = Le=#(9). Skoro wige F7(an(c)) jest zbiezny to

lim F)'(ap(0)) = E(0).

n—oo

Z lematu 1 wynika, ze dla dostatecznie duzych z jesli m < u(x) < M, to
Fy(M) < u(z) < F,(m). Powtarzajac to rozumowanie dochodzimy do nieréwnoéci:

F2(m) <u(z) < F(M) dla n=1,2,.... (3.23)

7 twierdzenia 3.4.2 mozemy przyja¢ M = % oraz m = %e_% = F,(M).
Zauwazmy, ze M = [y(o). Mozemy wiec zapisa¢ nieréwnos¢ 3.23 nastepujaco:

F2(—¢) = F2 M (By(0)) < u(z) < F2(Bo(0)) = F2H =€) dla n=1,2,....

Zatem
ap(o) < liminf u(z) < limsupu(x) < By(0). (3.24)

T—00 T—00

Z lematu 2 wiemy, ze dla o > 1, lim, oo oy (0) = limy, o Bn(0) = E(0).
Zatem, z twierdzenia o trzech ciagach, lim, . u(z) = E(0).

Twierdzenie 3.4.4. Jesli r < 17, to dla kazdego rozwigzania u réwnania (3.3),
lim, oo u(z) = E(0).

Dowdd. %
Niech u - ustalone rozwiazanie réwnania (3.3). Z nieréwnosci (3.8) wynika, ze
u(z) > 0 dla dostatecznie duzych wartosci x. Niech

Wéwczas V/(:L‘) = —O'V(aj) + e—uw@—r) _ o—E(0)
Korzystajac z twierdzenia o wartosci $redniej, mozemy te réwnosé¢ zapisa¢ nastepujaco:

V(z)=—oV(z) —k@)V(e—r1), kz)=e?*®), (3.25)
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gdzie z(x) jest zawarte pomiedzy u(x —r) oraz E(c). Zatem w szczegdlnosci k(z) € (0,1) dla
dostatecznie duzych x.
Pokazemy teraz, ze
. . o+1
limsup |V (z)| < M = limsup |V (z)| < M -r . (3.26)
o

T— 00 T—00

Jedli limsup,_, . |V ()| < M, to istnieje taka stala L, ze dla > L mamy
|V'(2)| < (0 + k(x))M. Z réwnania (3.25), dla > L + r otrzymujemy:

V() + (0 + k(@)V(2)] = k(@)[V(2z) = V(z —1)| =
=rk(z)|V'(z — 0r)| < rk(z)(o + k(z))M. (3.27)
Rozwazmy teraz nastepujace przypadki zachowan V(x) w poblizu nieskonczonosci:
1. V(z) >0,
2. V(z) <0,
3. V(z) oscyluje wokét zera.

Rozwazajac pierwsze dwa przypadki zauwazmy na poczatku, ze V'(x) ma przeciwny znak

niz V(zx) oraz
V(@) = o (u(x) ~ E(0)) = v (z).
dx

W dowodzie lematu 1 pokazaliSémy, ze jesli w poblizu nieskoniczonosci u/(z) > 0 lub u/(z) < 0,
to u/ ma granice w nieskoniczonosci i ta granica jest 0. Wobec tego V'(x) przy & — oo réwniez
zbiega do zera.

Jesli V(z) w poblizu nieskoficzonosci oscyluje wokél zera, wéwcezas granica gorna |V (z)|
jest realizowana na ciagu tych x, w ktérych V' (z) ma ekstrema, czyli tam gdzie V'(z) = 0.

Wobec tego we wszystkich przypadkach z nieréwnosci (3.27) otrzymujemy:
< limsup k(x) (o + k(z)) o+1

1. x M < M * 3
i Vi)l liminf(o + k(x)) " -

co chcieliSmy pokazac.
Zauwazmy, ze z dowiedzionej wlasnie implikacji (3.26) wynika, ze jesli rZ < 1, to

o
lim, .o V(2) = 0, gdyz to rozumowanie mozemy iterowaé. Czyli dla r < 57, u zblega przy

x — oo do E(o). O

o _

Whniosek 2. Dla duzych o = £ > % lub matych opdéznieri r = hyo < ;55

7o
u rownania (3.3) zbiega do stacjonarnego.

kazde rozwigzanie

Komentarz bio-medyczny. Zbieznos¢ do stanu stacjonarnego interpretujemy jako powracanie
do zdrowia. Przypomnijmy jak interpretujemy stale: h - opdznienie, z jakim dziata uktad kr-
winkotwoércezy, u - $miertelnosé¢ krwinek, ~ - stopien pobudzenia uktadu krwinkotwoérczego, o
- zapotrzebowanie na tlen.

Najprostsze wnioski, jakie mozemy wyciagnaé nie rozwazajac konkretnych danych, wynikaja
z nieréwnosci na r. Mozemy ja przeksztalci¢ do:

_w
L A< yo(yo+u)’

2. u> fﬁffg (jesli tylko 1 > hyp, co nie jest latwe do jako$ciowej interpretacji).
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Z tych nieréwnosci wynika, ze jesli krwinki sa tworzone wystarczajaco szybko (h mate) lub
w pewnych warunkach $miertelno$¢ krwinek jest wysoka (u duze) to organizm bedzie wracal
do zdrowia.

Zauwazmy jednak, ze stan stacjonarny jest stabilny dla duzych wartosci o i jest male-
jaca funkcja tego parametru. Nie mozemy wiec by¢ pewni czy zbieznos¢é oznacza zdrowienie.
Jedli stan stacjonarny odpowiadajacy naszej duzej o oznacza zbyt niski do przezycia poziom
czerwonych krwinek, to nasza zbieznos¢ oznaczataby raczej umieranie niz powro6t do zdrowia.

Tym nie mniej twierdzenia 3.4.3 i 3.4.4 obrazuja opisang we wprowadzeniu silna tendencje
do utrzymywania statego poziomu czerwonych krwinek w organizmie. W obu warto zauwazy¢
nie tylko, ze wdéwczas ilos¢ krwinek nie zbiega do zera, ale tez, ze nie ma nietrywialnych
okresowych rozwigzan.

3.4.4. Informacje o istnieniu nietrywialnych rozwigzan okresowych

Nie rozwazyliSmy jeszcze co ciekawego mozna powiedzie¢ o zachowaniu rozwiazan przy maltych
o i duzych r. W pracy [2] S. N. Chow pokazal, ze w takiej sytuacji mozliwe sa nietrywialne
rozwigzania réwnania (3.3).

Twierdzenie 3.4.5 (S. N. Chow). Jesli 0 < o < % to istnieje liczba

2
oE(0)’

R > (3.28)

taka, Ze dla kazdego r > R istnieje rézne od stalego okresowe rozwigzanie réwnania (3.3)
o okresie wiekszym niz 2r.

Pominiemy dowdd tego twierdzenia, gdyz jego diugosé i stopien komplikacji wykracza
poza ramy tej pracy. Wykorzystuje on specjalnie skonstruowany aparat twierdzen o punkcie
staltym dla réwnan rézniczkowo-funkcyjnych.

Rozwazmy co oznacza teza tego twierdzenia z punktu widzenia lekarza. Przede wszystkim
zauwazmy, ze nie wynika z niej na ile oszacowanie (3.28) jest precyzyjne.

Zastanowmy sie, co oznacza oszacowanie (3.28).

Przypomnijmy funkcje E(o) zdefiniowana w rozdziale 2.4.1, spelniajaca réwnanie
E(o) = %e_E("). Funkcja E(o) jest malejaca, wiec i

2
oE(0o)

= 2¢F() (3.29)

rowniez jest malejaca. Zatem mozemy si¢ spodziewaé rozwiazan okresowych dla tym mniejszych
r, im o jest wigksze (ale nie przekraczajace wartosci %)
Przypomnijmy state z rozdz. 2.3 i 3.1: h - czas tworzenia krwinek, v - wzgledny przyrost

produkcji jednostkowej, o - zapotrzebowania na tlen i p - $miertelnoéé krwinek. Zapiszmy

nieréwno$¢ (3.28) uzywajac tych statych oraz pamietajac z rozdz. 3.3, ze r = hypio = %:
hyo > — (3.30)
Yo > ————. .
4B (%)
v \ e
Zatem to twierdzenie méwi, ze przy
1
huE () > 2 (3.31)
Yo

mozemy sie spodziewa¢ chordb o charakterze cyklicznym.
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Oznacza to, ze choroby przewlekle moga wystapié¢, gdy czas tworzenia krwinek jest dtugi
(h) a ich $miertelnosé (u) duza. Analiza pozostalych parametréw jest trudniejsza, ale tez o
- zapotrzebowanie na tlen oraz v - wzgledny przyrost produkcji jednostkowej, sa wspotczyn-
nikami o bardziej skomplikowanym znaczeniu biologicznym. Jak zostalo zauwazone oczeku-
jemy tez mozliwie duzego o = % (ale mniejszego niz %) Pamietajmy jednak, ze przy wielu
chorobach zapotrzebowanie organizmu (7) na tlen sie zwieksza.

Podstawiajac eksperymentalnie wyznaczone wartosci tych stalych okazuje sie, ze to os-
zacowanie wymaga bardzo ostrego stanu, ktérego utrzymanie si¢ w organizmie czlowieka
jest przez dtuzszy czas niemozliwe. Tym nie mniej istnienie okresowych rozwigzan tlumaczy
wystepowanie i przebieg pewnych choréb uktadu krwinkotwdérczego.
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Rozdziat 4

Komentarze

4.1. Konsekwencje medyczne

Analiza tego modelu zostala uczyniona podstawa do zmian w leczeniu pewnego rodzaju
schorzen, ktore to zmiany wprowadzita w zycie prof. Maria Wazewska-Czyzewska.

Whioskiem z analizy modeli byl postulat, by leczac anemie¢ polekows utrzymywac niski
poziom czerwonych krwinek. Mozna to zrobi¢ w latwy sposéb wplywajac na szybkosé do-
jrzewania czerwonych krwinek. Aby zmniejszy¢ szybkos¢ dojrzewania czerwonych krwinek,
pacjent powinien oddychaé¢ powietrzem wzbogaconym w tlen. Zwiekszenie poziomu tlenu we
krwi pocigga za sobg obnizanie produkcji EPO!. W konsekwencji wolniej dojrzewaja czer-
wone krwinki. Takie leczenie zostalo z powodzeniem wprowadzone u pacjentow. Szczegdly
medyczne mozna znalezé w [11].

4.2. Komentarze o innych modelach

Modele Wazewskiej-Czyzewskiej—Lasoty wyjasniaja wiele proceséw i przebiegdéw choréb. Nie
pokrywaja jednak w calej rozciagloéci ztozonosci proceséw tworzenia czerwonych krwinek.

4.2.1. Model z dwoma opé6znieniami

Zaznaczylismy we Wprowadzeniu, ze krwinki zyja ok. 120 dni. Miedzy innymi dlatego mogliby$smy
wprowadzi¢ nowe opéznienie w réwnaniu (3.2). Na swoim kursie Matematycznych metod w
biologii prof. M. C. Mackey rozwaza ze studentami 2 réwnania na F - zageszczenie czerwonych
krwinek: jedno bardzo podobne do modelu zredukowanego, drugie ma dodany nowy czton:

dE
- —yE(t) + B(E(t — 7)),
dE A
U = 3 B) + BB~ 1)~ B(B( 7~ A,
gdzie T jest opdznieniem z jakim powstajg krwinki, A jest opdznieniem z jakim krwinki we

krwi umieraja, a S(E(t)) = %gz(t) dla pewnych 6, n > 0. Okazuje si¢, ze drugie réwnanie

wnosi istotne problemy analityczne (miedzy innymi pojawia sie bifurkacja Hopfa), ale przy
interesujacych warto$ciach parametréw wyniki uzyskane numerycznie nie réznig sie¢ wiele w
obu modelach.

'EPO (erytropoetyna) - hormon, kontrolujacy proces powstawania RBC. Powoduje on nie tylko, ze komérki
szpiku zamieniaja sie w czerwone krwinki, ale rowniez wplywa na szybko$¢ ich dojrzewania i starzenia.
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Podamy jeszcze kilka modeli, ktére rozwijano na podstawie modeli Wazewskiej-Czyzewskiej—
Lasoty. W tym celu rozwazmy jeszcze kilka informacji o procesie powstawania czerwonych
krwinek.

4.2.2. Dodatkowe informacje medyczne

Pod wplywem dziatania EPO komorka macierzysta szpiku kostnego zaczyna produkowaé
hemoglobine. Nastepnie ulega kilku podziatom i przemianom. Komoérki szpiku, do osiggniecia
dojrzalosci, bedziemy nazywaé prekursorami (lub komoérkami prekursorowymi) erytrocytow.
Zmiany w poziomie EPO powodujg zmienianie sie réwniez opdznienia, z jakim dziata uklad
krwinkotworczy, gdyz poziom EPO reguluje szybko$é¢ dojrzewania komérek prekursorowych
kilku poczatkowych stadiow.

Po pierwsze, modele Wazewskiej-Czyzewskiej—Lasoty nie uwzgledniaja struktury wiekowej
populacji krwinek (i komoérek z ktérych krwinki pochodza), ani wplywu poziomu EPO na
szybkos¢ dojrzewania komorek szpiku.

Po drugie, z komérek macierzystych szpiku kostnego powstaja rézne grupy komorek: cz-
erwone krwinki, ptytki krwi i komoérki odpornosciowe. Rozpatrywanie osobno kazdej linii
komoérek nie daje pelnego obrazu tego, co rzeczywiscie dzieje si¢ w ukladzie krwinkotwor-
czym. W rzeczywisto$ci bowiem, nawet jesli bardzo dramatycznie spadnie liczba czerwonych
krwinek, to mamy ograniczong ilo$¢ szpiku, ktora musi wyprodukowaé w tym czasie rowniez
inne komérki. Dodajmy, ze spadek liczby jednych krwinek bywa skorelowany ze spadkiem
pozostalych (np. gwaltowny upust krwi spowoduje braki krwinek wszystkich grup).

4.2.3. Modele uwzgledniajace dojrzewanie

Pierwsza zmiang w rozwoju tych modeli byto uwzglednienie w réwnaniach struktury wiekowej
populacji komorek dojrzatych i ich prekursoréw. Wiele informacji o poczatkach tych innowacji
jest przedstawionych w artykule pogladowym [8].

W tej czesci pracy, korzystajac z artykuléw [8], [3] oraz [4], pokazemy 3 modele, sklada-
jace sie z rownan opisujacych strukture wiekowa nie tylko populacji czerwonych krwinek, ale
takze ich prekursoréw. Dodatkowo model z prac [3] oraz [4] uwzglednia kontrole ilosci EPO
oraz jej wplyw na réznych etapach dojrzewania i starzenia si¢ komoérek. Jest to kompleksowy
matematyczny opis zjawisk biologicznych. Szczegdtowej analizie poddawany jest uproszczony
model. Przy redukowaniu modelu zaklada si¢ dodatkowo, ze liczba komérek rosnie ekspo-
tencjalnie do pewnego czasu, a potem przestaje rosngé¢, ponadto ze procesy dojrzewania i
starzenia sie sg jednostajne oraz postuluje sie pewng postaé¢ funkcji destrukecji czerwonych
krwinek.

Model z dwiema populacjami komoérek szpiku

W artykule pogladowym [8] opisany zostal prosty model z dwiema populacjami. Regulujaca
funkcja [ zalezy od czasu i nie precyzujemy w jaki sposéb. W ksiazce [10] model zostal dopre-
cyzowany - zalozono postaé 3 zalezng od liczby komoérek macierzystych szpiku nie dzielgcych
sie (nie proliferujacych).?

Niech N (t) bedzie liczba komoérek nie dzielacych sie, w chwili ¢ i niech (N (t)) = #A%.
Wéwezas P(t) bedzie liczba komérek proliferujacych, w chwili ¢. Posta¢ modelu oraz stale sa
Scisle zwiazane z konkretnymi momentami cyklu komérkowego.

2Opis modelu znajdujemy réwniez w [9].
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Przy tych zalozeniach dynamike produkcji czerwonych krwinek mozna opisa¢ modelem:

AN — _(B(t) + 6))N(t) + 28(t — T)N(t — 7)™, »
4.1
UiTI; = —yP(t) + BN(t) — B(t = 7)N(t —7)e 7.

Model jednej populacji we krwi

W pracy [6] znajdujemy jedno z rozszerzen modelu podstawowego. Przy wyprowadzaniu mod-
elu wykorzystujemy prawo zachowania dla gestosci rozktadu wiekowego krwinek - n(t, a, m)

(por. (2.1)):

on(t,a,m) N on(t,a,m) n IV (m) - n(t,a,m)]
ot Oa om

= —[3(m) + BN (1), m)In(t,a,m),

gdzie zmienna m oznacza stopien dojrzatoéci komorek (dostepna na podstawie wynikow
badan), a funkcje: V(m) - predkosé dojrzewania, N(t) - calkowita liczbe krwinek w danej
chwili oraz 6(m) i B(N(t),m) o bardziej skomplikowanym znaczeniu biologicznym sa wyz-
naczane doswiadczalnie.

W pracy [6] badane jest réwnanie postaci:

ON ON

S AVm)S 20 (m)T(m—th(m), 7 =)o (h(m),1) 0 <t <.

W (MIN BN 7 h(m))b(h(m).t) 7<t.  F2)

= G(m,N)N + {

Wyjasnienie znaczenia biologicznego i postaci matematycznej poszczegdlnych funkcji jest do-
brze opisane w [6].

Model dwéch populacji (prekursoréw i dojrzalych komérek)

Model, ktéry tu przedstawimy, pochodzi z pracy [3]. Stanowi go uktad trzech réwnan rézniczkowych
pierwszego rzedu - dwéch czastkowych i jednego zwyczajnego. Po uczynieniu dodatkowych
zatozen bedziemy mogli rozwazaé¢ uktad réwnan zwyczajnych.

Niech m(t,v) bedzie liczba dojrzalych (i nie dzielacych si¢) czerwonych krwinek w chwili
t i w wieku v, p(t,u) - liczba prekursoréw w chwili ¢ i o poziomie dojrzalosci populacji u
(mozna interpretowaé jako $redni wiek), E(t) - poziomem EPO, V(E) - predkoscia dojrzewa-
nia prekursoréw, W - wspélczynnikiem starzenia sie czerwonych krwinek, 5(u, E) - funkcja
rozrodczosci prekursoréw zdolnych do podzialu, a H(u) - funkcja destrukeji prekursoréw
czerwonych krwinek.

Wowezas M(t) = [¢" m(t,v)dv jest liczebnosciag populacji dojrzalych czerwonych kr-
winek.

Przy tych zalozeniach dynamike produkcji czerwonych krwinek mozna opisa¢ modelem:

FH+V(E)E = B(u, E)p - V(E)H(u)p, t>0, 0<p<pr,
@_’.W%% = —ym, t>07 0<I/<VF, (43)

t
th _ a o
@ = 17k — RE

Rozwazania dla konkretnych funkcji 5(p, F) i H(p) mozna znalezé w pracy [3], a dalsze
w pracy [4].
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Uproszczony powyzszy model

Mozemy uprosci¢ model przyjmujac stala predkosé dojrzewania V(E) = 1 i wspolczynnik
starzenia si¢ W = 1. Ponadto zaltézmy, ze liczba komoérek rosnie ekspotencjalnie do pewnego
czasu 1, a potem przestaje rosnaé. Wtedy dla pewnego statego wspotczynnika wzrostu G:

B, E) = {g Z;Zi (4.4)

Przyjmujac powyzszy wzor oraz jeszcze pewne zalozenia na temat postaci funkcji H dosta-
jemy wzér wyrazajacy liczebnosé populacji dojrzalych czerwonych krwinek postaci

M(t) = /0 " (Bt — v — pup))edv.
Przy tych zalozeniach brzegowy warunek statego przeplywu zamienia sie w
Q= (1= Z)eMe " Sy(E(t — v — ur).
Otrzymamy wéwczas nastepujacy uktad rownan:
UL = So(E(t — pr))eP —yM - Q,

Qe Prier

dt - So(E(tfuqu))’
dE _ __a__ _ Lp
dt = 1+KM" :

dvp _ q

4.2.4. Model hematopoezy

Peten model hematopoezy (procesu powstawania wszystkich rodzajéw komérek krwi) zostal
opisany w pracy [5]. Jest to kompleksowy matematyczny opis zjawisk fizjologicznych w tym
procesie, wyrazajacy sie uktadem czterech réwnan rézniczkowych zwyczajnych z opdznieniem
(w calym modelu jest siedem opéznien), z czterema nieliniowymi funkcjami regulujacymi i
potrzebujacych okoto trzydziesci parametréw czerpanych z danych do$wiadczalnych. W pracy
[5] omawiane jest jego zastosowanie w przypadku przewleklej biataczki mielogenicznej. Model
ten jest obecnie podstawa analizy przebiegu réwniez innych choréb.
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Rozdziatl 5

Podsumowanie

Model podstawowy to uktad réwnan:

2t o+ et = —A(t @)t a)
n(t,0) = p(t)
p(t) _ Qef'yfo n(t—h,a)da

Rozwiazanie wyraza sie wzorem:

{ n(t,a)
n(t,a)

n(0,a —t)e” fot A(s,a+s—t)ds
p(t - (Tl - 1)h — a,)e_ fo A(t—(n—1)h—a+s,s)ds dla (t,a) S An, n = ]., 2,

dla

(t,a) € B

gdzie B={(t,a): 0<t<a}, A, ={(t,a) :t—nh<a<t—(n—1)h,a> 0}
Model zredukowany to uproszczona wersja modelu podstawowego, wyrazona réwnaniem:

L = —uN(t) + pe TN =R

N(t) = ¢(t) dla t € [=h, 0]

Po zamianie zmiennych model zredukowany sprowadza sie do réwnania:

u(z) + e
o(x)

dla z € [—r,0]

du(z)
dx
u(z)

Rozwiazanie stacjonarne (niezalezne od czasu) jest postaci u = F(o), gdzie E(o) jest

punktem stalym przeksztalcenia y —

Le—y,

oz

Rozwiazanie niestacjonarne wyraza si¢ wzorem:

u(z) = u(nr)e @) 4 e*”/ e~ ds dla x € (nr, (n + 1)r].

Dla poprawnych danych poczatkowych jest ono nieujemne i ograniczone.
Tabela przedstawia jak wlasnosci rozwiazan zalezg od parametréw o i r.

interpretacja biologiczna

parametry o, r wlasnosci rozwigzania
o> % lub r < 17 rozwigzanie  stacjonarne jest | przewaznie powrét do zdrowia
stabilne (limy,—.o u(z) = E(0))
0<o< % ir> - EQ(U) rozwiazanie jest okresowe | choroby przewlekle
(Tw. Chow)
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Dodatek A

Oznaczenia i interpretacje
biologiczne

t - czas.

a - wiek krwinek.

h - opdznienie z jakim dziata uklad krwinkotworczy.

N(t) - calkowita liczba krwinek w krwioobiegu.

n(t,a) - gestosé rozkladu wiekowego krwinek. Im jednostka czasu mniejsza, tym bardziej
n(t,a) oznacza liczbe krwinek w wieku a, zatem n(t,0) = p(t) - produkcja w chwili ¢.

i(t,a) - intensywnos$¢ destrukeji. Jest to liczba komérek w wieku a ginacych w chwili £.

A(t,a) - wspOlezynnik destrukeji. Okresla $miertelnosé komérek w wieku a w chwili t.

S = % : % - stopien pobudzenia ukltadu krwinkotwoérczego - wzgledny przyrost produkcji
spowodowany jednostkowa zmiang ilosci krwinek w jednostce czasu.

~ - wzgledny przyrost produkeji uktadu krwinkotwoérczego Ap spowodowany zmiana ilosci
krwinek w jednostce czasu. Ta stala charakteryzuje pobudliwosé¢ uktadu krwinkotworczego -
jest to taki wspotczynnik proporcjonalnosci, ze przy op6znieniu h stopien pobudzenia uktadu
krwinkotwérczego S(t) = —y4N(t — h).

o - stata zwigzana z zapotrzebowaniem na tlen. Charakter tej zaleznosci pokazuje réwnanie
(3.2). Im wieksze to zapotrzebowanie, tym wiekszy jest wspo6lczynnik .

u - $rednia czesé calej populacji krwinek ginaca w jednostce czasu.

W uproszczonym modelu zredukowanym uzywamy jeszcze parametréw o = % ir = hvyp,
ktore nie maja bezposredniej interpretacji bio-medyczne;j.
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