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30f 22 nie... tak tatwo nie bedzie...
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Rozwazymy co to jest ||x||

Na ptaszczyznie mamy

a wtedy odlegtos¢ punktéw to

|A=Bll = /(xa — x8)2 + (va — v8)>-

Podobnie w 3d, gdy A = (xa, ya, za) oraz B = (xg, yB, z5) odlegtosé
punktéw to

1A= Bl = \/(xa — x8)% + (va — y&)? + (24 — 28)2.
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Czy inna definicja dfugosci ma sens?

Rozwazmy zbiér X i pomysimy jak zdefiniowaé odlegtosci pomiedzy
jego elementami.

Metryka to funkcja d : X x X — [0, 00], ktéra dla dowolnych
wektoréw xi, xp, z € X spetnia warunki

e d(x1,x2) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x; = xo,
o d(x1,x) = d(x2,x1),
® d(x1,x) < d(x1,2z) + d(z,x2).

Dtugos¢ to funkcja || - || : X — [0, 0], ktéra wektorowi przypisuje jej
odlegtos¢ od zera, zatem definiujemy wzorem

[Ix][ = d(x,0).
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Nie ma wiec problemu, zeby okredli¢

0 x1 = xp,
1 X1 ;é X2,

d(X]_,X2) = {

7 of 22



Jeszcze przyktady

Nie ma wiec problemu, zeby okredli¢

0 x1=x,
1 X1 3& X2,

d(Xl,XQ) = {

...albo, zeby definiowac odlegto$¢ punktéw po powierzchni

7 of 22




Jeszcze przyktady

Nie ma wiec problemu, zeby okredli¢

0 x1=x,
1 X1 3& X2,

d(Xl,XQ) = {

...albo, zeby definiowac odlegto$¢ punktéw po powierzchni

...albo méwic jak daleko od siebie sa ciagi albo funkcje...
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Skoro mamy zdefiniowana dfugosc,
to mamy tez pojecie zbieznosci

Moéwimy, ze ciag {x,} jest zbiezny do x (ozn. x, — x), gdy

Ves0 In>0: Ynsn %0 — x|| <e.

Na ptaszczyznie (i w R") z metryka euklidesowa
z kazdego ciagu ograniczonego mozna wybraé podciag zbiezny.

~ kula na ptaszczyznie jest zwarta
A w innych przestrzeniach?
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2. dap(x,y) = SUPjeNu{0} Ixi — yil
3. di(x,y) = 2= X — il
A) Ktéra z tych odlegtosci jest najlepsza? To zalezy.
B) Z kazdego ciagu ograniczonego* mozna wybra¢ podciag zbiezny?
* takiego {x,}, ze ||xal| = d(xn,0) < M (czyli z kuli!)
(0,...,0,1,0,...,)
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3. dsup(fag) = supXG[O,l] |f(X) - g(X)’

zalety: ,blisko” oraz
,daleko” sa intuicyjne,
a kule wokét dowolnej
funkcji mozemy

narysowacé

wady: gdy f = g wszedzie poza
punktem, to sa ,daleko” i

(a przeciez wida¢, ze sa ,prawie
. t !
taka sama” funkcja) ' :
-
1
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dsup(f7g) — SUPxe0,1] ‘f(X) _ g(X)’

Zbiezno$¢ jednostajna
Ciag {f,} zbiezny do f wg tej odlegtosci, czyli takim, ze

lim sup |fa(x) — f(x)| =0,

=00 xelo,1]
nazwiemy zbieznym jednostajnie, ozn. f, — f.

To jest réownowazny warunek do

Veso Fkt Vask Ve 1fa(x) = F(X)] <e.

Przyktady
fo(x) = x+ %:‘X =f(x), ale f(x)= X”ﬁ]l{l}(x) = f(x).
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*wR"? TAK.
* w przestrzeniach ciagéw? NIE.
(0,...,0,1,0,...)
* w przestrzeniach funkcyjnych? NIE.
fo(x) = nlp 1y(x) gdy 1(f, g) / |f(x x)| dx
f() = Lnnrn)(x)  gdy  di(f,g) = sup|f(x) — g(x)|
* wsréd funkeji ciagtych na odcinku? NIE.

fo(x) = x" na [0,1] (ale ten sam ciag na [0, %] jest ok)
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(iii) zbidér F jest domkniety
czyli jesli g, € F oraz g, = g, tog € F.
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(iii) zbidér F jest domkniety
czyli jesli g, € F oraz g, = g, tog € F.
to rodzina F jest ciagowo zwarta, czyli z kazdego ciagu {f,} C F
mozna wybraé podciag zbiezny do pewnego elementu f € F.
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Twierdzenie z konca XIX w. udowodnione
po raz pierwszy przez Giulio Ascoliego
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Zwarte rodziny

Twierdzenie Arzeli-Ascoliego

Jedli F to zbidr funkgji ciagtych okreslonych na odcinku [0,1] t.z.
(i) sa wspdlnie ograniczone
czyli Imz0 1 VrerVeep, [F(X)| < M; czyli sa z jakiejs kuli
(ii) funkcje z F sa jednakowo jednostajnie ciagte
Ves0 3550 1 VrerVa neo] X — x| <6 = [f(x) —f(x)[ <e
(iii) zbidér F jest domkniety
czyli jesli g, € F oraz g, = g, tog € F.
to rodzina F jest ciagowo zwarta, czyli z kazdego ciagu {f,} C F
mozna wybraé podciag zbiezny do pewnego elementu f € F.

Twierdzenie z konca XIX w. udowodnione
po raz pierwszy przez Giulio Ascoliego
Uwaga: to jest dobry wynik, bo dziata tez w druga strone,
co pokazat tez pod koniec XIX w. Cesare Arzeld
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Przyktady

OK
e {f:[0,1] = R: f—ciagha, [f(x)| <2, [f(x1)—f(x)| < 3pxa—x[}
o {f:]0,1] = R: f — rbzniczkowalna, |f(x)| <5, |f'(x)| < 4}

NIE OK

fa(x) =x" na [0,1] (ale ten sam ciag na [0, %] jest ok)
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Przyktady

OK
e {f:[0,1] = R: f—ciagha, [f(x)| <2, [f(x1)—f(x)| < 3pxa—x[}
o {f:]0,1] = R: f — rbzniczkowalna, |f(x)| <5, |f'(x)| < 4}

NIE OK

fa(x) =x" na [0,1] (ale ten sam ciag na [0, %] jest ok)

te funkcje nie sa jednakowo jednostajnie ciagte
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A do czego mi sie to przyda?
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A do czego mi sie to przyda?

To zalezy!
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A do czego mi sie to przyda?

To zalezy!

AM1 Na egzamin!

RRZ Twierdzenie Peano o istnieniu rozwiazan réwnan rézniczkowych
zwyczajnych
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A do czego mi sie to przyda?

To zalezy!

AM1 Na egzamin!
RRZ Twierdzenie Peano o istnieniu rozwiazan réwnan rézniczkowych
zwyczajnych
AZ Twierdzenie Montela-Osgooda-Stieltjesa o wybieraniu podciagu
niemal jednostajnie zbieznego z ciagu wspdlnie ograniczonych
funkcji holomorficznych
AH Twierdzenie Petera-Weyla o zwartych grupach Liego (i ich
reprezentacjach zespolonych)
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zwyczajnych
AZ Twierdzenie Montela-Osgooda-Stieltjesa o wybieraniu podciagu
niemal jednostajnie zbieznego z ciagu wspdlnie ograniczonych
funkcji holomorficznych

AH Twierdzenie Petera-Weyla o zwartych grupach Liego (i ich
reprezentacjach zespolonych)

Dowéd!
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Twierdzenie Arzeli-Ascoliego

// przypomnienie sformufowania do dowodu //

Jedli F to zbidr funkgji ciagtych okreslonych na odcinku [0,1] t.z.
(i) sa wspdlnie ograniczone
czyli =01 VrerVeep [F(X)| < M; czyli sa z jakiejs kuli
(ii) funkcje z F sa jednakowo jednostajnie ciagte
Ves0 550 0 VeerVu wepp] X1 —xel <6 = |f(x1) — fle)| <e
(iii) zbidr F jest domkniety
czyli jesli g, € F oraz g, = g, tog € F.
to z kazdego ciagu {f,} C F mozna wybra¢ podciag zbiezny do
pewnego elementu f € F.
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czyli jesli g, € F oraz g, = g, tog € F.
to z kazdego ciagu {f,} C F mozna wybra¢ podciag zbiezny do
pewnego elementu f € F.
Dowdd.
Zaktadamy, ze F spetnia warunki (i)—(iii).
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Zaktadamy, ze F spetnia warunki (i)—(iii). Bierzemy dowolny ciag
{fn}nEN CF

18 of 22
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pewnego elementu f € F.
Dowdd.
Zaktadamy, ze F spetnia warunki (i)—(iii). Bierzemy dowolny ciag
{fatneny C F i pokazujemy, ze mozna wybrac z niego podciag

jednostajnie zbiezn
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Twierdzenie Arzeli-Ascoliego

// przypomnienie sformufowania do dowodu //

Jedli F to zbidr funkgji ciagtych okreslonych na odcinku [0,1] t.z.
(i) sa wspdlnie ograniczone
czyli =01 VrerVeep [F(X)| < M; czyli sa z jakiejs kuli
(ii) funkcje z F sa jednakowo jednostajnie ciagte
Ves0 550 0 VeerVu wepp] X1 —xel <6 = |f(x1) — fle)| <e
(iii) zbidr F jest domkniety
czyli jesli g, € F oraz g, = g, tog € F.
to z kazdego ciagu {f,} C F mozna wybra¢ podciag zbiezny do
pewnego elementu f € F.
Dowdd.
Zaktadamy, ze F spetnia warunki (i)—(iii). Bierzemy dowolny ciag
{fatneny C F i pokazujemy, ze mozna wybrac z niego podciag
jednostajnie zbiezny (najpierw na Q N[0, 1], a potem na [0, 1]).
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Dowdd twierdzenia Ascoliego 1/3

Ustawmy liczby wymierne /"\;‘q Qi (0,41
: | Upml RO AL
QnN[0,1] w ciag {gn} nen- |

|

et
4 YN :
Gt by
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Dowdd twierdzenia Ascoliego 1/3

Ustawmy liczby wymierne a3 -Qalo
. | Upml RO L
QN[0,1] w ciag {gn}nen. |

|

‘\'* G s e e
G5 111

Skoro (i), to {f,(g1)}n jest fg\ o dethd

ograniczonym ciagiem liczbowym, /\//

z ktérego mozna wybraé podciag uf?\)ﬁ;

zbiezny. Wezmy taki podciag TC{ ==

{fo(n1)} ciagu {fo}, ze Y
il

{fo(n1)(q1)} jest zbiezny.
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Dowdd twierdzenia Ascoliego 2/3

Nastepnie z {fa(n,l)} C {fn} Moty
wybieramy podciag {fg(n,z)} tak, ===
by {f5(n2)(g2)} byt zbiezny. ¥
" ‘(4 >
{fetn (g R
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Dowdd twierdzenia Ascoliego 2/3

Nastepnie z {f;(51)} C {fn} Mieeaisthny
wybieramy podciag {f,(n2)} tak, [’:/;’Z
by {f,(n2)(q2)} byt zbiezny. ot
H::an(;sﬁc‘l
Nastepnie z {f;(52)} C {fa}
wybieramy podciag {f;(,3)} tak, W
by {f5(n3)(q3)} byt zbiezny. | =
Wtedy {1, (n3)(q1)}, {fo(n3)(q2)} “‘ﬁ;‘-}}ff’cm

[ {fo(n,3)(q3)} sa zbiezne.
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Dowdd twierdzenia Ascoliego 2/3

Nastepnie z {fa(n,l)} C {fn} i "A?‘:»:(w)f-:gi,'%mj
wybieramy podciag {f,(n2)} tak, =
by {f,(n2)(q2)} byt zbiezny. f’l/bﬂ., s
Licm(aaek
chivany”
Nastepnie z {f;(52)} C {fa}
wybieramy podciag {f;(,3)} tak, W
by {fs(n3)(q3)} byt zbiezny. Aoy
Wtedy {fo(n3)(q1)} {fo(n3)(a2)} {aﬁ:@%e@

[ {fo(n,3)(q3)} sa zbiezne.

Powtarzajac procedure dla kazdego {qn}, otrzymamy ciag {f,(n n)}n,
dla ktérego {f,(n n)(q;)} jest zbiezny dla kazdego j € N.
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Dowdd twierdzenia Ascoliego 3/3

Wybralismy z {f,} podciag {f;(nn} zbiezny na QN [0, 1]. Pokazemy,
ze jest on zbiezny jednostajnie na [0, 1]. Ustalmy ¢ > 0.
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Dowdd twierdzenia Ascoliego 3/3

Wybralismy z {f,} podciag {f;(nn} zbiezny na QN [0, 1]. Pokazemy,
ze jest on zbiezny jednostajnie na [0, 1]. Ustalmy ¢ > 0.
(a) Z zatozenia (ii) istnieje & > 0 taka, ze dla kazdej f € F
jesli |x1 — x| <9, to |f(x1)—f(x) <e.
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Dowdd twierdzenia Ascoliego 3/3

Wybralismy z {f,} podciag {f;(nn} zbiezny na QN [0, 1]. Pokazemy,
ze jest on zbiezny jednostajnie na [0, 1]. Ustalmy ¢ > 0.
(a) Z zatozenia (ii) istnieje & > 0 taka, ze dla kazdej f € F
jesli |x1 — x| <9, to |f(x1)—f(x) <e.
(b) Istnieje m = m(0) taka, ze dla kazdego x € [0, 1] istnieje
J(x) €{1,2,...,m} taka, ze [x — gj)| < 9.

21 of 22
EEEEE————————————————————————



Dowdd twierdzenia Ascoliego 3/3

Wybralismy z {f,} podciag {f;(nn} zbiezny na QN [0, 1]. Pokazemy,
ze jest on zbiezny jednostajnie na [0, 1]. Ustalmy ¢ > 0.
(a) Z zatozenia (ii) istnieje & > 0 taka, ze dla kazdej f € F
jesli |x1 — x| <9, to |f(x1)—f(x) <e.
(b) Istnieje m = m(0) taka, ze dla kazdego x € [0, 1] istnieje
J(x) €{1,2,...,m} taka, ze [x — gj)| < 9.
(c) Na mocy poprzedniego slajdu istnieje n. > 0 taka, ze dla kazdego
k1 > n. zachodzi |f; (s iy (q;) — fo1,n(q))| < € dla

16{12 m}.
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J(x) €{1,2,...,m} taka, ze [x — gj)| < 9.

(c) Na mocy poprzedniego slajdu istnieje n. > 0 taka, ze dla kazdego
k1 > n. zachodzi |f; (s iy (q;) — fo1,n(q))| < € dla
je{L,2,...,m}.

(d) ‘fa(k, (x ) fa(// ()l < I, o(k, k)(X) ok k)(qj(x))’

+| (e, )(G(x)) = 1.0 (Gj(x))] Jr| (1,0 (i) — fon(X)] < 3e.
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o (k,k) (9icx)) = fo (1,0 ()| Jr| (1,0 (i) — fon(X)] < 3e.
Zatem f,(, ) = f na [0, 1].
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Zatem fg(,“,,) = f na [0,1]. Z domknietosci F, czyli zatozenia (iii),
mamy f € F.
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Dziekuje za uwage!
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Dziekuje za uwage!

tym razem na serio
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