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Streszczenie

Praca zawiera analiz¦ i porównanie dwóch metod symulacji komputerowych równa« reakcji-
dyfuzji. Pierwsz¡ metod¡ jest dyskretyzacja po czasie zamkni¦tym schematem Eulera i po
przestrzeni metod¡ elementu sko«czonego, a drug¡ jest u»ycie automatu komórkowego. Meto-
dy te posiadaj¡ zasadniczo ró»ny sposób oblicze«, ale w wielu sytuacjach daj¡ podobne wyniki
symulacji. W pracy dokonano obserwacji zjawisk zachodz¡cych w obu przypadkach (m. in.
potoku ±redniokrzywiznowego), podano przypadki odró»niaj¡ce jako±ciowo te dwie metody
oraz dokonano próby sprowadzenia rozwi¡za« do wspólnej przestrzeni i porównania ich za
pomoc¡ normy.
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Wprowadzenie

W pracy porównujemy ze sob¡ dwa ró»ne sposoby symulacji modelu interakcji cz¡stek aktyw-
nych optycznie. Pierwsz¡ metod¡ jest numeryczne rozwi¡zywanie ukªadu równa« ró»niczko-
wych cz¡stkowych reakcji-dyfuzji. Drug¡ s¡ symulacje za pomoc¡ opisanych w dalszej cz¦±ci
wst¦pu automatów komórkowych. Niniejsza praca magisterska jest w pewnym sensie konty-
nuacj¡ prac magisterskich Pawªa Koniecznego [7] i Magdaleny Wªodarczyk [12], stworzonych
równie» na wydziale MIMUW (Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszaw-
skiego). Praca [7] jest na temat porównania automatów komórkowych (opisanych pokrótce
dalej we wst¦pie i szerzej w rozdziale 4) i równa« ró»niczkowych cz¡stkowych dla reakcji
Bieªousowa-�aboty«skiego. Wynikiem tej pracy jest stwierdzenie podobnych wizualnie wyni-
ków, lecz najprawdopodobniej brak jakiejkolwiek równowa»no±ci tych modeli. Podobne wyniki
mo»emy zaobserwowa¢ w tej pracy. Praca [12] zawiera implementacj¦ trójwymiarowego auto-
matu komórkowego dla konkretnego modelu reakcji-dyfuzji, wyst¦puj¡cego równie» w tej pracy
jako model 3-cz¡steczkowy (opisany w sekcji 1.1 i i rozdziale 4). Implementacja wykorzysty-
wana w tej pracy jest jednak ró»na - dwuwymiarowa i dostosowana do badania podobie«stwa
omawianych dwóch metod symulacji.

Interakcje cz¡stek aktywnych optycznie, o których mowa w pracy, s¡ antagonistyczne,
tzn. obecno±¢ cz¡stek obu typów powoduje zmniejszenie ilo±ci cz¡stek co najmniej jednego z
rodzajów. Ich badanie mo»e pomóc w odpowiedzi na pytanie dlaczego w przyrodzie mieszani-
ny substancji organicznych z reguªy nie s¡ racemiczne (tzn. posiadaj¡ce równe ilo±ci molowe
prawo- i lewoskr¦tnych cz¡stek danego zwi¡zku chemicznego). Na przykªad w »ywych orga-
nizmach wyst¦puj¡ najcz¦±ciej lewoskr¦tne cukry i wyª¡cznie prawoskr¦tne aminokwasy. Jak
si¦ okazuje, cz¡steczki danej substancji chemicznej o innej skr¦tno±ci ni» wyst¦puj¡ce w na-
turze s¡ cz¦sto nieprzyswajalne albo nawet toksyczne dla organizmów. Jak mo»na przeczyta¢
w [10] b¡d¹ [3], odpowied¹ na pytanie dlaczego organiczne mieszaniny zwi¡zków aktywnych
optycznie nie s¡ racemiczne mogªaby dostarczy¢ informacji na temat procesu powstania »ycia
na Ziemi.

Interakcje pomi¦dzy cz¡steczkami aktywnymi optycznie modelujemy w tej pracy za po-
moc¡ równa« stechiometrycznych. W pracy zakªadamy, »e równania te s¡ symetryczne ze
wzgl¦du na cz¡steczki prawo- i lewoskr¦tne. U»yte przez nas modele zostaªy opisane w roz-
dziale 1. Przypisujemy cz¡steczkom prawo- i lewoskr¦tnym ró»ne kolory - niebieski (N) i
czerwony (C). Je»eli w modelu wyst¦puj¡ cz¡steczki neutralne, to przypisujemy im kolor bia-
ªy (B). U»ywaj¡c kolorów B, N i C, okre±lamy reakcje zachodz¡ce pomi¦dzy cz¡steczkami
oraz sposób ich zachodzenia. W pracy przyjmujemy, »e wszystkie cz¡steczki maj¡ tak¡ sam¡
mas¦ i zakªadamy zasad¦ zachowania masy. Reakcje pomi¦dzy substancjami symulujemy na
dwa sposoby: za pomoc¡ numerycznego rozwi¡zywania równa« ró»niczkowych cz¡stkowych
(opisanego w rozdziale 3) oraz za pomoc¡ automatu komórkowego (opisanego w rozdziale
4). �ródªem podstawowych informacji na temat numerycznego rozwi¡zywania równa« ró»-
niczkowych cz¡stkowych jest na przykªad [2]. Automaty komórkowe zostaªy omówione w [5].
W pracy, je»eli nie podamy inaczej, równania ró»niczkowe oznaczaj¡ u»ywane w naszych
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modelach ukªady równa« ró»niczkowych cz¡stkowych, a automaty komórkowe dotycz¡ tylko
rozwa»anych przez nas w rozdziale 4 automatów komórkowych.

W przypadku równa« ró»niczkowych tworzymy nast¦puj¡cy ukªad równa« reakcji-dyfuzji:
ut −D∆u = f(u), w Ω,
∂u
∂n = 0, na ∂Ω,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω.

u =

bn
c

 , D = diag(db, dn, dc), u0 =

b0n0

c0

 ,

gdzie b, n, c to g¦sto±ci cz¡stek odpowiednich kolorów, dx odpowiednimi wspóªczynnikami
dyfuzji. Przez laplasjan wektora rozumiemy wektor laplasjanów poszczególnych jego skªa-
dowych. Cz¡steczki ka»dego rodzaju dyfunduj¡ tylko wewn¡trz siebie (macierz dyfuzji jest
diagonalna). f jest praw¡ stron¡ równania reakcji, okre±laj¡c¡ sposób i szybko±¢ zamiany po-
szczególnych cz¡stek na inne. Dokªadna posta¢ funkcji f odpowiada u»ytemu modelowi. W
rozdziale 2 podane s¡ funkcje f dla wyst¦puj¡cych w pracy modeli oraz bardziej szczegóªowy
opis i analiza dla jednego z nich. O ile nie zostaªo podane inaczej, w dalszej cz¦±ci zakªadamy
warunki brzegowe Neumanna ∂u

∂n = 0 dla omawianych równa« ró»niczkowych.
W przypadku automatu komórkowego okre±lamy lokalnie w przestrzeni sposób zmiany sta-

nów komórek (czyli wektory ilo±ci cz¡stek poszczególnych rodzajów) w poszczególnych krokach
czasowych i symulujemy w ten sposób przebieg procesu reakcji-dyfuzji. Automat komórkowy
posiada przestrze« w postaci siatki zªo»onej z pojedynczych komórek. W ka»dej komórce mo-
»e przebywa¢ caªkowita nieujemna ilo±¢ cz¡stek poszczególnych kolorów. De�niujemy funkcj¦
przej±cia okre±laj¡c¡ stan komórki wyª¡cznie na podstawie stanów komórek z bezpo±redniego
s¡siedztwa. W tej pracy u»ywamy de�nicji s¡siedztwa o ksztaªcie plusa zawartego w kwa-
dracie 3 × 3 komórek. Do symulacji dyfuzji u»ywamy losowego przemieszczania si¦ cz¡stek
do jednej z s¡siednich komórek albo pozostawania w miejscu. Do symulacji reakcji wybiera-
my losowo cz¡steczki-substraty i zamieniamy je na cz¡steczki-produkty. Po wygenerowaniu
pocz¡tkowego stanu automatu komórkowego jeste±my w stanie u»y¢ funkcji przej±cia do wy-
generowania jego stanu dla kolejnych kroków czasowych. Warunki brzegowe mo»na pomin¡¢
tworz¡c przestrze« w postaci torusa, tzn. sklejaj¡c przeciwlegªe brzegi siatki. Mo»na równie»
stworzy¢ odpowiedniki warunków brzegowych Dirichleta i Neumanna. Wszystko to opisujemy
dokªadniej w rozdziale 4. Automaty komórkowe s¡ efektywn¡ metod¡ symulacji, ale trudn¡ do
analizy teoretycznej, w szczególno±ci dotycz¡cej globalnego zachowania ukªadu. Zde�niowane
w ten sposób s¡ tak naprawd¦ zªo»onymi procesami stochastycznymi.

W tej pracy porównujemy z sob¡ te dwa typy symulacji. Ze wzgl¦du na ich ró»ne wªa-
sno±ci, osi¡gni¦te wyniki na ogóª b¦d¡ si¦ ró»niªy. Wa»nymi ró»nicami pomi¦dzy równaniami
ró»niczkowymi a automatami komórkowymi s¡ mi¦dzy innymi:

• Ró»ne przestrzenie - przestrze« Euklidesowa Rn w przypadku równa« ró»niczkowych i
sko«czona przestrze« z metryk¡ miejsk¡ w przypadku automatów komórkowych;

• Ró»na lokalno±¢ oddziaªywa« - zasi¦g oddziaªywania cz¡stek w przypadku dyfuzji (la-
plasjanu) jest niesko«czony, podczas gdy zasi¦g oddziaªywania cz¡stek w automacie
komórkowym jest ±ci±le ograniczony do s¡siedztwa pojedynczej komórki. Mo»emy to
wyra¹nie zaobserwowa¢ równie» w wynikach symulacji. W przypadku automatu komór-
kowego stan danego punktu w przestrzeni w t-tym kroku czasowym zale»y wyª¡cznie
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od punktów odlegªych o nie wi¦cej ni» t. W przypadku równa« ró»niczkowych warto±¢
u(t, x) zale»y od warto±ci u0(x) dla x nale»¡cych do caªej przestrzeni;

• Ró»ne mechanizmy - symulacje numeryczne równa« ró»niczkowych z jednoznacznym
rozwi¡zaniem s¡ deterministyczne, a naszych automatów komórkowych niedetermini-
styczne. Automaty komórkowe s¡ w tym wzgl¦dzie bardziej podobne do dyskretnych
procesów stochastycznych. Losowo±¢ ma w nich istotny wpªyw na przebieg symulacji,
tym wi¦kszy im bardziej lokalne wªasno±ci s¡ rozpatrywane.

Ze wzgl¦du na ró»ny charakter przestrzeni oraz ró»ne wªa±ciwo±ci tych metod, zadanie ich po-
równania wymaga stworzenia odpowiednich metod. Stosowanym u nas podej±ciem jest stwo-
rzenie pewnej dyskretnej przestrzeni Ξ, sprowadzenie do niej stanów automatu komórkowego
i wyników symulacji numerycznej, a nast¦pnie porównanie. Dzi¦ki temu zabiegowi mo»liwe
jest stosowanie norm w przestrzeni Ξ i otrzymywanie liczbowych danych na temat blisko±ci
rozwi¡za«. Gªównym problemem takiego rozwi¡zania jest konieczno±¢ skalibrowania licznych
parametrów tak, aby rozwi¡zania jak najbardziej sobie odpowiadaªy. Szczegóªy przedstawiamy
w rozdziale 5.

Przy porównywaniu symulacji numerycznych z symulacjami automatu komórkowego naj-
wa»niejsz¡ rol¦ odgrywaj¡ wyniki jako±ciowe. W tym celu w rozdziale 2 zostaªa wykonana
analiza teoretyczna ukªadu równa« reakcji-dyfuzji z zerowymi warunkami brzegowymi Neu-
manna dla jednego z modeli. Przede wszystkim zostaªy udowodnione istnienie i jednoznaczno±¢
rozwi¡zania. Poza tym zostaªy znalezione nast¦puj¡ce niezmienniki (oznaczmy przez S sum¦
g¦sto±ci cz¡stek, S = b+ n+ c i S0 = b0 + n0 + c0):

• Nieujemno±¢ rozwi¡zania: b0, n0, c0 ≥ 0⇒ b, n, c > 0;

• Zasada zachowania masy:
∫

Ω S ≡
∫

Ω S0 = const;

• Równanie ciepªa dla S, pod warunkiem db = dn = dc: St − ∆S = 0. Implikuje to
zasad¦ maksimum i, w poª¡czeniu z nieujemno±ci¡ rozwi¡zania, oszacowanie 0 ≤ b, n, c ≤
‖S0‖L∞ .

Ponadto dla przypadku równych wspóªczynników dyfuzji db = dn = dc, przy u»yciu prac
[11] i [1], zostaªy udowodnione twierdzenia na temat zachowania si¦ rozwi¡zania dla dªugich
czasów. Wyniki symulacji numerycznych rzeczywi±cie zachowywaªy wymienione niezmienniki
i zachowywaªy si¦ zgodnie z teori¡.

Do dyskretyzacji równa« ró»niczkowych cz¡stkowych reakcji-dyfuzji zostaªa u»yta metoda
elementu sko«czonego dla przestrzeni oraz zamkni¦ty schemat Eulera dla czasu. W pracy zba-
dali±my trzy metody dyskretyzacji czasu: otwarty schemat Eulera, zamkni¦ty schemat Eulera
i metoda Cranka-Nicolson. Zostaª wybrany zamkni¦ty schemat Eulera ze wzgl¦du na jego
dobre zachowywanie teoretycznych wªasno±ci modelu. Ze wzgl¦du na nieliniowo±¢ funkcji f ,
trudno jest u»y¢ wprost zamkni¦tego schematu Eulera b¡d¹ schematu Cranka-Nicolson. Pro-
blem dla ka»dej warstwy czasowej zostaª rozwi¡zany iteracyjnie. W tym celu zostaªy u»yte
metody predictor-corrector (przybli»ania funkcji f przez jej warto±¢ z poprzedniej iteracji)
oraz metody Newtona (przybli»ania funkcji f przez warto±¢ jej i jej gradientu z poprzed-
niej iteracji). Ze wzgl¦du na rz¡d zbie»no±ci zostaªa wybrana metoda Newtona. Do metody
elementu sko«czonego zostaªa u»yta przestrze« funkcji ci¡gªych kawaªkami wielomianowych
drugiego stopnia. Zostaªy podane oszacowania bª¦du dla badanych schematów numerycznych.
Przy u»ytej przestrzeni w normie L∞(0, T ;H1(Ω)), kroku czasowym τ i grubo±ci siatki h
wynosiªy one O(τ + h2) dla schematów Eulera i O(τ2 + h2) dla schematu Cranka-Nicolson.
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Symulacje numeryczne byªy przeprowadzane za pomoc¡ programu FreeFem++, a automat
komórkowy zasymulowany przez program napisany w C++. Symulacje numeryczne byªy zwi-
zualizowane za pomoc¡ poziomic g¦sto±ci poszczególnych cz¡stek w przestrzeni. W przypadku
automatu komórkowego naturaln¡ wizualizacj¡ byªo przyporz¡dkowanie komórkom pól kwa-
dratowej siatki i u»ycie kolorów zgodnych z kolorami cz¡stek wewn¡trz do wskazania ich stanu.
Zostaªy stworzone animacje prezentuj¡ce ewolucj¦ ukªadu pod wieloma k¡tami dla ró»nych
dªugo±ci czasów i parametrów. Szczegóªy techniczne zostaªy zawarte w rozdziale 6. Znajduj¡
si¦ tam opisane kody ¹ródªowe u»ytych skryptów, programu w FreeFem++ i programu auto-
matu komórkowego. Zostaª tam równie» opisany sposób obsªugi skryptów do automatycznej
generacji i wizualizacji wyników.

Jedn¡ z najwa»niejszych hipotez badanych eksperymentalnie w tej pracy jest istnienie
potoku ±redniokrzywiznowego. Potok ±redniokrzywiznowy to wªasno±¢ zmiennych w czasie
poziomic opisuj¡ca si¦ równaniem v = −κn, gdzie v jest pr¦dko±ci¡ poziomicy w danym
punkcie, κ krzywizn¡, a n wektorem normalnym. Posiada on wªasno±ci zmniejszania miary
brzegu, powodowania zanikania kulistych obszarów z kwadratowo szybko zmniejszaj¡cym si¦
ich promieniem oraz niezmienno±ci dla obszarów pªaskich. W dwóch z trzech rozpatrywanych
modeli mo»emy zaobserwowa¢ potok ±redniokrzywiznowy, zarówno w symulacjach numerycz-
nych jak i w automatach komórkowych. W przypadku równa« ró»niczkowych wyst¦puje on
dla poszczególnych poziomic g¦sto±ci ka»dego z rodzajów cz¡stek. W przypadku automatów
komórkowych mo»emy ju» we wczesnych etapach symulacji zaobserwowa¢ grupowanie si¦ cz¡-
stek w podzbiory ograniczone krzywymi zawieraj¡ce cz¡steczki tylko jednego typu. Krzywe te
zachowuj¡ si¦ zgodnie z potokiem ±redniokrzywiznowym. Wynik ten zostaª dokªadniej opisany
w sekcji 5.5.3.

Zwi¡zanym z potokiem ±redniokrzywiznowym wynikiem jest równie» brak równowa»no-
±ci tych dwóch metod symulacji w przypadku modelu 3-cz¡steczkowego. Dane pocz¡tkowe w
postaci pasa na torusie o powierzchni mniejszej ni» poªowa powierzchni caªej przestrzeni w
przypadku symulacji numerycznych równa« ró»niczkowych daªy dla dªugich czasów wynik w
postaci zbli»onego do jednorodnego rozkªadu g¦sto±ci jednej cz¡steczki. W wyniku symulacji
na automacie komórkowym ten pas si¦ utrzymywaª. Zachowanie automatu komórkowego w
tym przypadku (bior¡c pod uwag¦ jego budow¦ opisan¡ w rozdziale 4) przypominaªo zagad-
nienie ruiny dwóch graczy o sko«czonych kapitaªach. Dokªadniejsze informacje na ten temat
znajduj¡ si¦ w sekcji 5.5.5.

W stworzeniu tej pracy pomogli pracownicy wydziaªu MIMUW, prof. Maksymilian Dryja
(przy metodach numerycznych), dr hab. Leszek Marcinkowski (równie» przy metodach nume-
rycznych), prof. Piotr Rybka (jako promotor przy ka»dej cz¦±ci pracy) i prof. Jerzy Tyszkiewicz
(przy automatach komórkowych). Autor pracy serdecznie dzi¦kuje im za pomoc.
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Rozdziaª 1

Równania stechiometryczne

W pracy b¦dziemy rozpatrywa¢ poni»sze trzy modele interakcji pomi¦dzy cz¡steczkami o
kolorze niebieskim (N), czerwonym (C), a w przypadku modelu 3-cz¡steczkowego równie»
biaªym (B). Kolory niebieski i czerwony reprezentuj¡ cz¡steczki chiralne prawo- i lewoskr¦t-
ne. Kolor biaªy reprezentuj¦ cz¡steczk¦ achiraln¡. Modelujemy sytuacj¦, w której pewna ilo±¢
cz¡steczek porusza si¦ w losowy sposób w przestrzeni czasem zderzaj¡c si¦ z sob¡ i wchodz¡c
w ten sposób w reakcje. Reakcje s¡ de�niowane za pomoc¡ odpowiedniego ukªadu równa«
stechiometrycznych, innego dla ka»dego modelu. W ka»dym modelu jest to ukªad zawieraj¡-
cy równania posiadaj¡ce dwie cz¡steczki-substraty dla ka»dej mo»liwej pary kolorów i dwie
cz¡steczki-produkty b¦d¡ce cz¡steczkami jednego z kolorów. Zakªadamy, »e wszystkie cz¡-
steczki maj¡ t¦ sam¡ mas¦. Zatem z samej postaci reakcji mamy zasad¦ zachowania masy
oraz zasad¦ zachowania ilo±ci cz¡steczek.

Obok produktów i substratów, kolejnym istotnym czynnikiem w równaniach jest ich szyb-
ko±¢. Wyprowadzamy j¡ obliczaj¡c prawdopodobie«stwo losowego wybrania ze zwracaniem
dwóch cz¡stek danych kolorów ze zbioru wszystkich cz¡stek. Ze wzgl¦du na sposób wyprowa-
dzania szybko±ci reakcji, ich suma wynosi 1 dla ka»dego modelu.

Na tym etapie modelowania zakªadamy, »e reakcja zachodzi w punkcie i nie uwzgl¦dniamy
czynników przestrzennych. Zostan¡ one dodane pó¹niej, przy okazji tworzenia odpowiednich
równa« ró»niczkowych i automatów komórkowych. Maj¡ one znaczny wpªyw na dªugotermino-
wy przebieg reakcji. Mo»emy to zaobserwowa¢ w eksperymentach dla modeli 3-cz¡steczkowego
i 2,5-cz¡steczkowego, w których tworzy si¦ potok ±redniokrzywiznowy.

Uwaga 1. W literaturze spotyka si¦ oznaczenia D i L dla cz¡steczek kolejno lewo- i pra-
woskr¦tnych. W naszym przypadku nie wyró»niamy à priori »adnej z chiralnych cz¡steczek i
przypisujemy im w dowolny sposób kolory N i C.

Uwaga 2. Jeden ze sposobów doboru szybko±ci reakcji chemicznych (opisany w rozdziale 2
ksi¡»ki [4], [9] b¡d¹ w [14] i [13]) zale»y od ich rz¦du, czyli ilo±ci substratów, których g¦sto±ci
s¡ brane pod uwag¦ w do±wiadczeniu. Przy u»yciu tej metody szybko±¢ reakcji jest wprost
proporcjonalna do iloczynu g¦sto±ci substratów. Rz¡d reakcji jest jednak mo»liwy do okre±lenia
tylko do±wiadczalnie. W naszym przypadku u»ywamy do tego modelu probabilistycznego, który
skaluje szybko±ci reakcji odpowiednio do proporcji zag¦szczenia cz¡stek. W jako±ciowej analizie
naszych modeli wa»n¡ rol¦ odgrywaj¡ proporcje tych staªych do siebie, wi¦c stosujemy model
probabilistyczny.
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1.1. Model 3-cz¡steczkowy

W tym modelu wyst¦puj¡ 3 kolory cz¡stek: B, N i C. Ze wzgl¦du na jego ciekawe wªasno±ci,
model ten b¦dzie gªównym modelem u»ywanym i analizowanym w tej pracy. Wyst¦puje on
tak»e w innych pracach na temat chiralno±ci, np. w artykule [10] Ukªad równa« stechiome-
trycznych reprezentuj¡cy go jest nast¦puj¡cy:

N +B →knb N +N,
C +B →kcb C + C,
N + C →knc B +B,
B +B →kbb B +B,
N +N →knn N +N,
C + C →kcc C + C,

gdzie kxy s¡ szybko±ciami poszczególnych reakcji. W tym modelu zakªadamy, »e s¡ to reakcje
drugiego rz¦du, tzn. szybko±¢ reakcji jest proporcjonalna do iloczynu g¦sto±ci dwóch substra-
tów. Musimy jednak poda¢ odpowiednie staªe przy ka»dej reakcji. W takim przypadku, je»eli
b, n i c oznaczaj¡ g¦sto±¢ cz¡steczek B, N i C, to wzory na szybko±ci reakcji s¡ nast¦puj¡ce:

knb =
2nb

(n+ b+ c)2
,

kcb =
2cb

(n+ b+ c)2
,

knc =
2nc

(n+ b+ c)2
,

kbb =
b2

(n+ b+ c)2
,

knn =
n2

(n+ b+ c)2
,

kcc =
c2

(n+ b+ c)2
.

Reakcje cz¡stek tego samego typu niczego nie zmieniaj¡, wi¦c b¦d¡ dalej pomijane. Przeja-
wiaj¡ si¦ wyª¡cznie w opó¹nianiu wªa±ciwych reakcji pomi¦dzy cz¡steczkami ró»nych kolorów.

Po przyjrzeniu si¦ modelowi mo»na zauwa»y¢, »e dla dªugich czasów trwania reakcji praw-
dopodobie«stwo zdominowania przez cz¡steczki biaªe przestrzeni jest znikome, a prawdopodo-
bie«stwo dominacji cz¡steczek niebieskich i czerwonych zale»y od zªamania symetrii pomi¦dzy
ich g¦sto±ciami. Innymi sªowy, stan równowagi ilo±ciowej cz¡steczek N i C jest niestabilny, a
stany dominacji jednej cz¡steczek N i C s¡ stabilne. B¦dzie to w dalszej cz¦±ci potwierdzone
przy badaniu ukªadu równa« ró»niczkowych zwyczajnych reakcji.

1.2. Model 2,5-cz¡steczkowy

W tym modelu wyst¦puj¡ 2 kolory cz¡stek: N i C. Ukªad równa« stechiometrycznych repre-
zentuj¡cy go jest nast¦puj¡cy:

N + C →knc:n N +N , z prawdopodobie«stwem n
n+c ,

N + C →knc:c C + C, z prawdopodobie«stwem c
n+c ,

N +N →knn N +N,
C + C →kcc C + C.
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Szybko±ci reakcji s¡ nast¦puj¡ce:

knc :n =
2n2c

(n+ c)3
,

knc :c =
2nc2

(n+ c)3
,

knn =
n2

(n+ c)2
,

kcc =
c2

(n+ c)2
.

Model ten charakteryzuje si¦ losowo±ci¡ wyniku reakcji cz¡stek N i C. Z prawdopodobie«-
stwem proporcjonalnym do g¦sto±ci wzgl¦dnej cz¡steczki niebieskiej ( n

n+c) zachodzi reakcja
zamiany obu cz¡steczek na cz¡steczki niebieskie. Analogicznie w wypadku reakcji w cz¡stecz-
ki czerwone. Podobnie do przypadku modelu 3-cz¡steczkowego, wida¢ »e ukªad ten posiada
niestabilny stan równowagi ilo±ciowej cz¡steczek N i C. Zªamanie tej symetrii z du»ym praw-
dopodobie«stwem doprowadzi do dominacji cz¡steczki jednego typu.

1.3. Model 2-cz¡steczkowy

Model ten jest podobny do modelu 2,5-cz¡steczkowego - wyst¦puj¡ w nim 2 kolory cz¡stek
(N i C) i podobne reakcje. Jednak ró»ni si¦ prawdopodobie«stwo wyboru koloru przy reakcji
cz¡stek N i C:

N + C →knc:n N +N , z prawdopodobie«stwem 1
2 ,

N + C →knc:c C + C, z prawdopodobie«stwem 1
2 ,

N +N →knn N +N,
C + C →kcc C + C.

Szybko±ci reakcji s¡ nast¦puj¡ce:

knc :n = knc:c =
nc

(n+ c)2
,

knn =
n2

(n+ c)2
,

kcc =
c2

(n+ c)2
.

Zauwa»my, »e w tym modelu warto±¢ oczekiwana ilo±ci ka»dej z cz¡stek jest staªa. Jest
to zadanie równowa»ne z ruin¡ dwóch graczy o sko«czonych kapitaªach, zatem dynamika jest
bardzo powolna i przewag¦ posiada cz¡steczka o wi¦kszym pocz¡tkowym zag¦szczeniu.

Model ten mo»emy odnie±¢ do teorii opisywanej w artykule [10], w której dominacja cz¡-
stek danego typu w naturze o jednej, okre±lonej chiralno±ci powstaªa na skutek losowych
symetrycznych b¡d¹ nieznacznie niesymetrycznych reakcji zmieniaj¡cych chiralno±¢ cz¡stek
w sposób losowy. Jest ona uznawana w tym artykule za maªo prawdopodobn¡ do uzyskania
bliskiej 100% czysto±ci chiralnej substancji, nawet w ci¡gu kilkunastu miliardów lat istnienia
Wszech±wiata. Znacznie bardziej wiarygodna wydaje si¦ teoria absorpcyjna, w której prawdo-
podobie«stwo zmiany chiralno±ci cz¡stek zale»y od proporcji zag¦szczenia cz¡stek chiralnych.
T¦ teori¦, wraz z znacznie szybsz¡ dynamik¡, przedstawiaj¡ modele 3-cz¡steczkowy i 2,5-
cz¡steczkowy.
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Rozdziaª 2

Modele matematyczne reakcji-dyfuzji

2.1. Równanie reakcji

Jako wst¦p do równa« reakcji-dyfuzji omówmy najpierw równania reakcji. S¡ to ukªady rów-
na« ró»niczkowych zwyczajnych opisuj¡ce przebieg reakcji chemicznej w punkcie lub doskonale
wymieszanych substancji. Nast¦pnie stwórzmy odpowiednie równania reakcji dla poszczegól-
nych modeli i zanalizujmy je. Równania te s¡ tworzone na podstawie ukªadu równa« stechio-
metrycznych wedªug okre±lonych zasad, opisanych w rozdziale 2 ksi¡»ki [4] b¡d¹ w [14]. Szereg
informacji o sposobie ich analizy mo»emy znale¹¢ w rozdziale 6 ksi¡»ki [9].

2.1.1. Tworzenie na podstawie równa« stechiometrycznych

Rozpatrzmy ogólny ukªad l równa« stechiometrycznych, w którym wyst¦puj¡ substancje Xi,
i = 1..m, szybko±ci reakcji kj , j = 1..l, wspóªczynniki sij przy substratach i rij przy produk-
tach. Ka»de z równa« dla j = 1..l przedstawia si¦ nast¦puj¡co:

m∑
i =1

sijXi →kj

m∑
i=1

rijXi, j = 1..l.

Je»eli w j-tym równaniu substancja Xi nie wyst¦puje jako substrat b¡d¹ produkt, to odpo-
wiednie wspóªczynniki (sij b¡d¹ rij) s¡ równe 0.

Ogóln¡ form¡ ukªadu równa« ró»niczkowych zwyczajnych opisuj¡cych reakcje jest:

(2.1)u̇ = f(u),

gdzie:

• u = (x1, ..., xm): [0, T ) 7→ Rk jest wektorem g¦sto±ci substancji dla czasu od 0 do T ,
odpowiednio xi b¦d¡cymi g¦sto±ciami substancji Xi. Spodziewamy si¦, »e warto±ci te
b¦d¡ nieujemne;

• f :Rm 7→ Rm jest funkcj¡ zmiany g¦sto±ci substancji w czasie, odpowiadaj¡c¡ ukªadowi
równa« stechiometrycznych.

Funkcj¦ f zapiszmy w postaci wektora f = (f i)mi=1, gdzie f
i oznacza zmian¦ g¦sto±ci substancji

Xi w czasie. Wtedy funkcja fi jest równa

fi(u) = ẋi =
l∑

j=1

(rij − sij)kj(u)
m∏
i=1

x
sij
i .

Powy»szy sposób jest pokrótce opisany w [14] i rozwini¦ty w rozdziale 2 ksi¡»ki [4].
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2.1.2. Model 3-cz¡steczkowy

Podstawmy do wzoru (2.1.1) reakcje zachodz¡ce w modelu 3-cz¡steczkowym opisane w sekcji
1.1:

(2.2)

 ḃṅ
ċ

 = f

bn
c

 =

−b2n2 − b2c2 + 2n2c2

b2n2 − n2c2

b2c2 − n2c2

 · 2

(b+ n+ c)2
.

Zanalizujmy równania ró»niczkowe zwyczajne opisuj¡ce ten model nieco dokªadniej, jako »e
b¦dzie on w tej pracy gªównym przedmiotem bada«.

Oznaczmy sum¦ g¦sto±ci wszystkich cz¡steczek przez S = b + n + c. Sumuj¡c wszystkie
równania zobaczymy, »e Ṡ = 0, czyli caªkowita g¦sto±¢ cz¡stek w ukªadzie jest staªa. Jest to
zasada zachowania masy w naszym ukªadzie. Podstawmy S − n − c za b i narysujmy pole
wektorowe u̇ dla S = 30.

Rysunek 2.1: Pole wektorowe modelu 3-cz¡steczkowego

Osie odpowiadaj¡ g¦sto±ciom n i c. Obserwujemy symetri¦ ze wzgl¦du na n i c.

2.1.2.1. Nieujemno±¢ rozwi¡zania

Ustalmy czas t. Zauwa»my, »e je»eli dwie z warto±ci b, n, c s¡ zerowe, to ḃ = ṅ = ċ = 0,
zatem rozwi¡zanie jest staªe. Je»eli b = 0, a n, c > 0, to ḃ > 0. Z ci¡gªo±ci pola wektorowego,
w pewnym otoczeniu punktu (0, n, c) mamy ḃ > 0. Zatem je»eli n, c > 0, to b = 0 mo»e zaj±¢
wyª¡cznie w warunkach pocz¡tkowych (dla t = 0). Z kolei je»eli n = 0, a b, c > 0, to ṅ = 0.
Podobnie, je»eli c = 0, a b, n > 0, to ċ = 0. Zatem dla nieujemnych warunków pocz¡tkowych
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mamy nieujemno±¢ rozwi¡zania oraz dla warunków pocz¡tkowych n0, c0 > 0, b0 ≥ 0 mamy
dodatnio±¢ rozwi¡zania dla dowolnego t > 0.

Zauwa»my, »e je»eli ilo±¢ substratów jest dodatnia, to wspóªczynniki szybko±ci reakcji s¡
równie» dodatnie. W przeciwnym wypadku szybko±¢ odpowiednich reakcji wynosi zero.

2.1.2.2. Oszacowania funkcji f i ∇f

Zbadajmy jakiej klasy jest funkcja f i spróbujmy j¡ oszacowa¢. Te informacje b¦d¡ przydatne
w kolejnych cz¦±ciach pracy. Na pocz¡tek obliczmy:

(2.3)

∇f |(b,n,c) =

−bn2 − bc2 −b2n+ 2nc2 −b2c+ 2n2c
bn2 b2n− nc2 −n2c
bc2 −nc2 b2c− n2c

 · 4

(b+ n+ c)2
+

−b2n2 − b2c2 + 2n2c2

b2n2 − n2c2

b2c2 − n2c2

 · −4

(n+ b+ c)3
·
(
1 1 1

)
.

Wida¢, »e zarówno f jak i∇f s¡ ograniczone dla n+b+c > 0. Dla du»ych warto±ci mo»emy
wtedy oszacowa¢ f przez funkcje kwadratowe, a ∇f przez liniowe. Zatem z oszacowania 0 ≤
b, n, c ≤ S otrzymujemy oszacowania na f i ∇f .

Je»eli 0 ≤ b, n, c→ 0, to szacujemy poszczególne czynniki w nast¦puj¡cy sposób:

b2n2

(b+ n+ c)2
≤ b2n2

max(b2, n2, c2)
−→ 0.

Przy odpowiednich mody�kacjach wyrazów i pot¦g w powy»szym otrzymujemy oszacowania
prowadz¡ce do zbie»no±ci f → 0 i ∇f → 0, otrzymuj¡c tym sposobem jednostronn¡ ci¡gªo±¢
tych funkcji. Zatem rozszerzona w zerze funkcja f jest klasy C1[0,+∞).

2.1.2.3. Punkty stacjonarne

Przepiszmy ukªad równa« (2.2) podstawiaj¡c b = S − n− c:

(2.4)
(
ṅ
ċ

)
= g

(
n
c

)
=

(
(S − n− c)2n2 − n2c2

(S − n− c)2c2 − n2c2

)
· 2

S2
,

Znajd¹my punkty stacjonarne przy zaªo»eniu, »e S > 0:{
(S − n− c)2n2 = n2c2,

(S − n− c)2c2 = n2c2.

Od razu wida¢ mniej ciekawe punkty stacjonarne (b, n, c) równe (S, 0, 0), (0, S, 0) i (0, 0, S).
B¦dziemy te punkty nazywa¢ skrajnymi. Nas jednak interesuje ciekawy przypadek, w którym
n > 0 i c > 0:

(S − n− c)2 = n2 = c2.

To równanie ma dwa rozwi¡zania. Pierwsze to n = c = S, które odrzucamy, poniewa» n+ c ≤
b+ n+ c ≤ S. Drugie, najbardziej interesuj¡ce to b = n = c = 1

3S. Nazwiemy ten przypadek
±rodkowym.
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2.1.2.4. Stabilno±¢

Zlinearyzujmy nasz ukªad równa« (2.4) w punktach stacjonarnych.
W momencie gdy dwie spo±ród warto±ci b, n i c s¡ równe zero, cz¦±¢ liniowa funkcji g

jest równie» równa zero. Spróbujmy innej metody ni» linearyzacja. Stwórzmy odpowiedni¡
funkcj¦ Lapunowa dla ka»dego z przypadków. To znaczy, tak¡ funkcj¦ V :R2 7→ R, by dla
badanej funkcji ϕ:

V (0) = 0,

V (x) > 0, x 6= 0,

(∀x 6= 0 (DV |x, ϕ(x)) < 0) ∨ (∀x 6= 0 (DV |x, ϕ(x)) > 0) .

Ograniczmy si¦ do zbioru (n, c) ∈ [0, S]2, jako »e udowodnili±my, »e jest to zbiór niezmienniczy.
Ponadto, z szkicu pola wektorowego wynika, »e stabilno±¢ tych punktów w caªej przestrzeni
jest ró»na od stabilno±ci we wªa±ciwej podprzestrzeni.

Dla punktu stacjonarnego (b, n, c) = (S, 0, 0) we¹my funkcj¦

V (x, y) =
1

2
x2 +

1

2
y2.

Wtedy dla dla pewnego ε, 0 ≤ n, c < ε, (n, c) 6= (0, 0):(
DV |(n,c), g(n, c)

)
=

2

S2

(
(S − n− c)2n3 − n3c2 + (S − n− c)2c3 − n2c3

)
> 0.

Powy»sza nierówno±¢ zachodzi w pewnym otoczeniu tego punktu, jako »e czynnik S dominuje
nad pozostaªymi. Udowodnili±my tym sposobem, »e jest on niestabilny w badanej podprze-
strzeni.

Ze wzgl¦du na symetri¦ równa« ze wzgl¦du na n i c, wystarczy zbada¢ stabilno±¢ punktu
(b, n, c) = (0, S, 0). Przypadki te s¡ takie same z dokªadno±ci¡ do zamiany liter c i n we
wzorach, zatem rozwa»ymy tylko pierwszy. Dokonajmy najpierw zamiany zmiennych z =
S − n, by punkt stacjonarny znajdowaª si¦ w zerze, a warto±ci (z, c) w maªym, nieujemnym
otoczeniu zera. Wtedy operujemy na ukªadzie równa«:(

ż
ċ

)
= h

(
z
c

)
=

(
−(z − c)2(S − z)2 + (S − z)2c2

(z − c)2c2 − (S − z)2c2

)
· 2

S2
.

We¹my funkcj¦
V (x, y) = exy − 1.

Speªnia ona wymagania w naszej podprzestrzeni. Wtedy dla pewnego ε, 0 ≤ z, c < ε, (z, c) 6=
(0, 0): (

DV |(z,c), h(z, c)
)

=
2

S2
exy(z − c)2(c2 − (S − z)2) < 0.

c2−(S−z)2 < 0, poniewa» dla dostatecznie maªego ε zachodzi S−z > c ≥ 0. Zatem powy»sza
nierówno±¢ zachodzi w pewnym otoczeniu badanego punktu. Udowodnili±my tym sposobem,
»e jest on asymptotycznie stabilny w badanej podprzestrzeni.

W przypadku ±rodkowym (b = n = c = 1
3S) wystarczy zlinearyzowa¢ ukªad (2.4), otrzy-

muj¡c macierz linearyzacji (
− 4

27S − 8
27S

− 8
27S − 4

27S

)
,

której warto±ci wªasne to 4S
27 oraz −12S

27 . Jej podprzestrzenie wªasne to odpowiednio lin(1,−1)
i lin(1, 1). Zatem przypadek ±rodkowy jest niestabilny, typu siodªo.
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2.1.3. Model 2,5-cz¡steczkowy

Podstawmy do wzoru (2.1.1) reakcje zachodz¡ce w modelu 2,5-cz¡steczkowym opisane w sekcji
1.2: (

ṅ
ċ

)
= f

(
n
c

)
=

(
n3c2 − n2c3

n2c3 − n3c2

)
· 2

(n+ c)2
.

Na pocz¡tek zauwa»my, »e suma g¦sto±ci cz¡stek S = n + c jest staªa. Wida¢ równie», »e
ukªad ten posiada 3 stany stacjonarne: n = 0, c = 0 i n = c. Zauwa»my, »e dla n = 0
b¡d¹ c = 0 mamy ṅ = ċ = 0, zatem rozwi¡zania tego ukªadu posiadaj¡ ograniczenie 0 ≤
n, c ≤ S. Podstawiaj¡c S − n w miejsce c (b¡d¹ S − c w miejsce n) i obserwuj¡c znaki
pochodnych w okolicy stanów stacjonarnych mo»emy wykaza¢, »e n = 0 i c = 0 s¡ stabilnymi
stanami stacjonarnymi, a n = c niestabilnym. Jest to zgodne z wcze±niejszymi rozwa»aniami
probabilistycznymi, w których zachwianie symetrii ukªadu prowadzi do dominacji cz¡steczek
jednego koloru.

2.1.4. Model 2-cz¡steczkowy

Podstawiaj¡c do wzoru (2.1.1) reakcje zachodz¡ce w modelu 2-cz¡steczkowym opisane w sekcji
1.3, otrzymujemy trywialny ukªad równa« ró»niczkowych:

u̇ = f(u) = 0.

Posiada on zerow¡ funkcj¦ zmienno±ci f i w zwi¡zku z tym wyª¡cznie staªe rozwi¡zania. Jest
to zgodne z wcze±niejsz¡ analiz¡ probabilistyczn¡.

2.2. Równanie reakcji-dyfuzji

W dalszej cz¦±ci pracy b¦dziemy rozwa»a¢ ukªady równa« reakcji-dyfuzji opisuj¡ce przebieg
reakcji zachodz¡cych pomi¦dzy m substancjami, które jednocze±nie dyfunduj¡. Ogólne rów-
nanie ró»niczkowe cz¡stkowe opisuj¡ce to zjawisko ma posta¢:

(2.5)ut −D·∆u = f(u),

gdzie:

• u: [0, T )×Ω 7→ Rm jest g¦sto±ci¡ jednej z m substancji chemicznych w przestrzeni Ω dla
czasu od 0 do T ,

• f :Rm 7→ Rm jest praw¡ stron¡ równania ró»niczkowego zwyczajnego reakcji (2.1), opi-
suj¡c¡ zmian¦ g¦sto±ci substancji chemicznych w wyniku reakcji pomi¦dzy nimi,

• D:Rm×m jest macierz¡ opisuj¡c¡ wspóªczynniki dyfuzji reakcji chemicznej.

Przez laplasjan wektora rozumiemy wektor laplasjanów jego skªadowych. Aby model byª po-
prawny �zycznie, to dla nieujemnych danych pocz¡tkowych u0 rozwi¡zanie u musi pozosta¢
nieujemne (dla ka»dej ze wspóªrz¦dnych wektora).

W dalszej cz¦±ci b¦dziemy zajmowa¢ si¦ tym równaniem zastosowanym do naszych modeli.
Zatem m = 3 i u = (b, n, c) b¡d¹ m = 2 i u = (n, c). f b¦dzie równe prawym stronom równa«
reakcji z sekcji 2.1. B¦dziemy zakªada¢, »e Ω ⊂⊂ Rd, d = 2, 3. B¦dziemy zakªada¢ zerowe
warunki brzegowe Neumanna. Je»eli nie zaznaczymy inaczej, b¦dziemy rozwa»a¢ diagonalne
macierze dyfuzji D: D = diag(db, dn, dc) b¡d¹ D = diag(dn, dc). Skoncentrujemy si¦ na wªa-
sno±ciach modelu 3-cz¡steczkowego. Wiele z nich b¦dzie ponadto wymagaªo, by wspóªczynniki
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dyfuzji byªy równe db = dn = dc. Dodaj¡c warunki brzegowe i pocz¡tkowe, nasz ukªad równa«
b¦dzie nast¦puj¡cy:

(2.6)


ut −D·∆u = f(u), w Ω,
∂u
∂n = 0, na ∂Ω,

u(0, · ) = u0,

Dla wygody b¦dziemy zamiennie u»ywa¢ indeksów b, n i c oraz liczbowych. Zbadajmy teraz
kilka podstawowych wªasno±ci naszych modeli.

2.2.1. Model 2-cz¡steczkowy

Jako »e w modelu 2-cz¡steczkowym funkcja f jest zerowa, to równanie (2.6) jest wtedy zwy-
kªym równaniem dyfuzji. Zostaªo ono dobrze zbadane i w zwi¡zku z tym nie b¦dziemy si¦ tym
modelem zajmowa¢ w dalszej cz¦±ci.

2.2.2. Zasada zachowania masy

Nadajmy oznaczenie sumie g¦sto±ci S =
∑m

i=1 u
i. Z zasady zachowania masy dla równa«

reakcji obecnych w ka»dym z trzech rozpatrywanych modeli
∑m

i=1 fi(u) ≡ 0. Zatem po zsu-
mowaniu i scaªkowaniu wszystkich równa« otrzymamy:∫

Ω
St =

∫
Ω

m∑
i=1

uit =

m∑
i=1

∫
Ω
di∆u

i +

∫
Ω

m∑
i=1

fi(u) = 0.

2.2.3. Równanie dyfuzji dla sumy mas

Zaªó»my, »e zachodzi zasada zachowania masy oraz ponadto wspóªczynniki dyfuzji s¡ równe:
di = d dla ka»dego i = 1..m. Wtedy suma g¦sto±ci substancji S speªnia równanie dyfuzji z
zerowymi warunkami brzegowymi Neumanna:

St − d∆S = 0, w Ω,
∂S
∂n = 0, na ∂Ω,

S(t, · ) = S0,

gdzie S0 =
∑m

i=1 u
i
0.

2.2.4. Nieujemno±¢ rozwi¡zania

Lemat 1. Niech u speªnia równanie reakcji-dyfuzji (2.6) dla modelu 3-cz¡steczkowego. Zaªó»-
my, »e f jest dane wzorem (2.2) oraz u0 ≥ 0. Ponadto zaªó»my à priori, »e u ∈ C2(Ω). Wtedy
rozwi¡zania u = (b, n, c) ukªadu (2.6) s¡ nieujemne dla dowolnego t ≥ 0 i x ∈ Ω:

0 ≤ b, n, c.

Ponadto, je»eli wspóªczynniki dyfuzji s¡ równe (db = dn = dc), to mamy równie» ograniczenie
górne:

b, n, c ≤ S ≤ ‖S0‖L∞ .
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Dowód. Udowodnimy nieujemno±¢ rozwi¡zania po kolei dla ka»dej z wspóªrz¦dnych b, n, c
wektora u(t, x). Zacznijmy od wspóªrz¦dnej b.

We¹my dowolne t > 0, dla którego istnieje minimum lokalne na domkni¦ciu wykresu b
(oznaczanym po prostu jako b) w punkcie x0 ∈ Ω oraz

b(t, x0) = 0.

Nazwijmy (t, x0) punktem krytycznym. Chcemy udowodni¢, »e bt(t, x0) ≥ 0.

(2.7)bt = ∆b+ fb.

W punkcie (t, x0):

fb(b, n, c) = 2
−b2(n2 + c2) + 2n2c2

(n+ b+ c)2
=

2n2c2

(n+ b+ c)2
≥ 0.

W szczególno±ci dla n > 0 i dla c > 0 otrzymujemy nierówno±¢ ostr¡. Pozostaje udowodni¢,
»e ∆b(t, x0) ≥ 0.

We¹my pewne dostatecznie maªe, kuliste otoczenie U punktu x0. Poniewa» x0 jest mini-
mum lokalnym, to pole wektorowe ∇b wpªywa do wn¦trza U :

∂b

∂n
|∂U ≤ 0.

W szczególno±ci, je»eli x0 ∈ ∂Ω, to z warunków brzegowych ta wielko±¢ jest dobrze okre±lona
na ∂U ∩ ∂Ω:

∂b

∂n
|∂U∩∂Ω = 0.

Scaªkujmy równanie (2.7) i podzielmy przez miar¦ U : 
U
bt =

 
U

∆b+

 
U
fb = − 1

µ(U)

∫
∂U

∂b

∂n
+

 
U
fb = gU +

 
U
fb.

Z wcze±niejszej analizy wiemy, »e gU ≥ 0. We¹my zst¦puj¡cy ci¡g takich otocze« (Ui). Wtedy:

bt(t, x0)←
 
Ui

bt = − 1

µ(Ui)

∫
∂Ui

∂b

∂n
+

 
Ui

fb → g(t, x0) + fb(t, x0) ≥ 0.

g = ∆b dla x0 ∈ Ω. W ka»dym wypadku g ≥ 0 jako granica nieujemnych funkcji. fb(t, x0) ≥ 0
zgodnie z wcze±niejsz¡ analiz¡. Ko«czy to dowód, »e bt(t, x0) ≥ 0.

Poniewa» rozwa»ane punkty krytyczne (t, x0) byªy jedynymi, w których warto±ci funkcji b
mogªy sta¢ si¦ ujemne, a pochodna b jest w nich nieujemna, to b jest nieujemna dla dowolnego
t ≥ 0.

Pozostaj¡ przypadki wspóªrz¦dnych n i c. Rozwi¡zuje si¦ je analogicznie. Najpierw anali-
zujemy warto±¢ funkcji f w punktach krytycznych

f(b, 0, c) = f(b, n, 0) = 0.

Wiedz¡c to, post¦pujemy analogicznie do przypadku z b otrzymuj¡c nieujemno±¢ nt i ct w
punktach krytycznych. Z tego mamy nieujemno±¢ n, c dla dowolnego t > 0.

Je»eli wszystkie wspóªczynniki dyfuzji s¡ równe, to mamy równanie dyfuzji na sum¦ g¦-
sto±ci substancji. W zwi¡zku z nieujemno±ci¡ rozwi¡zania mamy dla dowolnego czasu t:

0 ≤ b, n, c ≤ b+ n+ c = S.

W zwi¡zku z zasad¡ maksimum równania dyfuzji oraz nieujemno±ci¡ S mamy S ≤ ‖S0‖L∞ ,
co ko«czy ci¡g nierówno±ci z lematu.
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Lemat 2. Niech u speªnia równanie reakcji-dyfuzji (2.6) dla modelu 2,5-cz¡steczkowego. Za-
ªó»my, »e f jest dane wzorem (2.1.3) oraz u0 ≥ 0. Ponadto zaªó»my à priori, »e u ∈ C2(Ω).
Wtedy rozwi¡zania u = (n, c) ukªadu (2.6) s¡ nieujemne dla dowolnego t ≥ 0 i x ∈ Ω:

0 ≤ n, c.

Ponadto, je»eli wspóªczynniki dyfuzji s¡ równe (dn = dc), to mamy równie» ograniczenie górne:

n, c ≤ S ≤ ‖S0‖L∞ .

Dowód. Dowód przebiega identycznie do przypadku modelu 3-cz¡steczkowego. Wykorzysty-
wan¡ wªasno±ci¡ funkcji f b¦dzie w tym wypadku:

f(0, c) = f(n, 0) = 0.

2.3. Skalowanie

We¹my równanie reakcji-dyfuzji (2.6), pomnó»my wspóªrz¦dne przestrzenne przez α, wspóª-
rz¦dn¡ czasow¡ przez β, a szybko±ci reakcji przez γ. Wtedy, po zamianie nazw zmiennych na
oryginalne. otrzymujemy:

βut − α2D·∆u = γf(u).

Oznacza to, »e nie zmieniamy oryginalnego równania, je»eli

β = α2 = γ.

Przyspieszenie reakcji γ razy jest równowa»ne przyspieszeniu czasu γ razy, i pomno»eniu
wspóªrz¦dnych przestrzennych przez

√
γ.

2.4. Istnienie i jednoznaczno±¢ rozwi¡zania

Istnienie i jednoznaczno±¢ gªadkich rozwi¡za« lokalnych dla ukªadu równa« (2.6) - równania z
gªadkimi wspóªczynnikami i warunkami brzegowymi Neumanna - jest wnioskiem z twierdzenia
z rozdziaªu VII, paragrafu 10 ksi¡»ki [8].

2.5. Zbiory niezmiennicze i implikacje

W tej sekcji wykorzystamy teori¦ zbiorów niezmienniczych dla równa« reakcji-dyfuzji obecn¡
w rozdziale 14 �Systems of Reaction-Di�usion Equations� ksi¡»ki Smollera [11] i w pracy
Chueha, Conleya i Smollera [1] do udowodnienia kilku faktów dla modelu 3-cz¡steczkowego
z równymi wspóªczynnikami dyfuzji db = dn = dc = d. Najpierw przybli»my kilka de�nicji i
uproszczonych wersji twierdze« z tych prac.

2.5.1. Teoria

Na pocz¡tku podajmy potrzebne de�nicje.

De�nicja 1. Zbiór B nazwiemy dodatnio niezmienniczym, je»eli rozwi¡zanie u(x, t) ukªa-
du (2.5) speªnia u(x, t) ∈ Σ dla 0 ≤ t < T , je»eli u(x, 0) ∈ Σ.
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Okre±lmy zbiór B za pomoc¡ sko«czonego zbioru gªadkich funkcji Gi: Ω 7→ R, i = 1..n
(gdzie Ω jest przestrzeni¡ warto±ci rozwi¡zania (2.5)) w nast¦puj¡cy sposób:

B = {x ∈ Ω:Gi(x) ≤ 0, i = 1..n} .

De�nicja 2. Lewy wektor wªasny macierzy D to taki wektor v, »e dla pewnego λ ∈ R
zachodzi vD = λv.

De�nicja 3. Funkcj¦ G:Rn 7→ R nazywamy quasi-wypukª¡ w punkcie x, je»eli dla dowol-
nego η ∈ Rn zachodzi implikacja dG|x(η) = 0⇒ d2G|x(η) ≤ 0.

Podajmy teraz uproszczone na nasze potrzeby twierdzenia z podanych wcze±niej prac.

Twierdzenie 1 (Twierdzenie 4.3 z pracy [1] ze strony 378). Niech B b¦dzie zbiorem okre±lo-
nym przez funkcje Gi jak powy»ej. Niech rozwi¡zania (2.5) zale»¡ w sposób ci¡gªy od funkcji f .
Niech D b¦dzie dodatnio okre±lon¡ macierz¡. Wtedy B jest zbiorem dodatnio niezmienniczym
wtedy i tylko wtedy, gdy dla x ∈ ∂B (tak, »e Gi(x) = 0 dla pewnego i) zachodzi:

• dGi(x) jest lewym wektorem wªasnym macierzy D,

• Gi jest quasi-wypukªe w x,

• dGi(f) ≤ 0.

Twierdzenie 2 (Twierdzenie 14.17 z ksi¡»ki [11] ze strony 223). Rozwa»my ukªad (2.6) w
przestrzeni Ω. Zaªó»my, »e D jest macierz¡ dodatnio okre±lon¡, a f funkcj¡ klasy C1. Zaªó»-
my, »e posiada on ograniczony zbiór niezmienniczy Σ. Niech λ jest gªówn¡ warto±ci¡ wªasn¡
operatora −∆ na Ω. Niech M = max{|dfu|:u ∈ Σ}. Niech d jest najmniejsz¡ warto±ci¡ wªa-
sn¡ macierzy D. Zde�niujmy σ = λd −M . Je»eli σ > 0 i u0(Ω) ⊂ Σ, to istniej¡ takie staªe
dodatnie ci, »e dla t > 0 zachodzi:

(2.8 )‖∇xu(· , t)‖L2(Ω) ≤ c1e
−σt,

(2.9 )‖u(· , t)− u(t)‖L2(Ω) ≤ c2e
−σt,

(2.10 )|g(t)|≤ c3e
−σt,

gdzie:

u(t) =

 
Ω
u(x, t)dt,

du

dt
= f(u) + g(t).

Ponadto, je»eli D jest macierz¡ diagonaln¡, to zachodzi równie»

(2.11 )‖u(· , t)− u(t)‖L∞(Ω) ≤ c4e
−σt.

2.5.2. Zastosowanie do modelu 3-cz¡steczkowego

Rozpatrzmy (2.6) dla modelu 3-cz¡steczkowego w kontek±cie twierdze« 1 i 2. Zaªó»my, »e
D = dI dla pewnego d > 0. Wzór funkcji f znajduje si¦ w (2.2), a ∇f w (2.3). Przedªu»my
warto±ci¡ 0 w sposób ci¡gªy f i ∇f w zerze.

Zastosujmy twierdzenie 1, by udowodni¢ istnienie zbioru dodatnio niezmienniczego dla
rozwi¡za« (2.6) w inny sposób ni» w poprzednich sekcjach. Je»eli S0 = b0 + n0 + c0, to
mo»emy okre±li¢ zbiór B za pomoc¡ funkcji Gi, i = 1..4 w nast¦puj¡cy sposób:

G1(b, n, c) = −b, G2(b, n, c) = −n, G3(b, n, c) = −c G4(b, n, c) = b+ n+ c− ‖S0‖L∞ .
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Niech zbiór B b¦dzie okre±lony za pomoc¡ tych funkcji Gi tak, jak w poprzedniej sekcji.
Wtedy B zawiera warto±ci (b, n, c) okre±lone za pomoc¡ nierówno±ci

0 ≤ b, n, c, b+ n+ c ≤ ‖S0‖L∞ .

Rozwi¡zania u zale»¡ od funkcji f w sposób ci¡gªy. D jest dodatnio okre±lon¡ macierz¡.
Warto±ci dGi s¡ nast¦puj¡ce:

dG1 = (−1, 0, 0), dG2 = (0,−1, 0), dG3 = (0, 0,−1), dG4 = (1, 1, 1).

Wszystkie te wektory s¡ lewymi wektorami wªasnymi macierzy D. Ponadto, d2Gi ≡ 0, zatem
funkcje Gi s¡ quasi-wypukªe w caªej przestrzeni. Obliczmy dGi(f) zakªadaj¡c, »e Gi(b, n, c) =
0 dla poszczególnych i:

dG1(f) = −1· fb(0, n, c) = − 4n2c2

(b+ n+ c)2
≤ 0,

dG2(f) = −1· fn(b, 0, c) = 0 ≤ 0,

dG2(f) = −1· fc(b, n, 0) = 0 ≤ 0,

dG2(f) = 1· fb(b, n, c) + 1· fn(b, n, c) + 1· fc(b, n, c) = 0 ≤ 0.

Wszystkie zaªo»enia twierdzenia 1 s¡ speªnione, zatem B jest zbiorem dodatnio niezmienni-
czym dla (2.6).

D jest macierz¡ dodatnio okre±lon¡ o jedynej warto±ci wªasnej d > 0, f ∈ C1, a (2.6) po-
siada zbiór niezmienniczy B okre±lony powy»ej. Jest on ograniczony, zatem |∇f | jest równie»
ograniczone, a warto±¢ M z twierdzenia 2 jest równie» dobrze okre±lona. Zatem, je»eli gªówna
warto±¢ wªasna λ operatora −∆ na Ω speªnia λd−M > 0, to zachodzi twierdzenie 2. Ozna-
cza to, »e dla pewnych przestrzeni Ω rozwi¡zania d¡»¡ do rozwi¡za« staªych w przestrzeni.
Mo»emy si¦ spodziewa¢, »e s¡ to rozwi¡zania odpowiadaj¡ce stanom stacjonarnym równania
reakcji (2.2).
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Rozdziaª 3

Metody numeryczne

Chcemy rozwi¡za¢ numerycznie równania reakcji-dyfuzji (2.6) dla czasu t ∈ [0, T ]. W tym celu
u»yjemy metody elementu sko«czonego do dyskretyzacji przestrzeni i zamkni¦tego schematu
Eulera do dyskretyzacji czasu.

3.1. Opis schematu

Ustalmy dªugo±¢ kroku czasowego na τ . Oznaczmy przez un: Ω 7→ Rk obliczon¡ numerycznie
aproksymacj¦ (zamkni¦tym schematem Eulera) rozwi¡zania dla t = nτ . Wewn¡trz ka»dego
kroku czasowego b¦dziemy rozwi¡zywa¢ za pomoc¡ metody elementu sko«czonego nast¦puj¡cy
ukªad równa«:

(3.1)

{
un+1−un

τ −∆un+1 − f(un+1) = 0,
∂u
∂n = 0,

przy czym u0 jest warunkiem pocz¡tkowym. Poniewa» funkcja f nie jest liniowa, b¦dziemy
oblicza¢ un+1 iteracyjnie. Zbadamy dwa rodzaje aproksymacji nieliniowo±ci: metod¦ predictor-
corrector oraz metod¦ Newtona.

Metoda elementu sko«czonego nie b¦dzie w tej pracy omówiona. Informacje na jej temat
znajduj¡ si¦ na przykªad w rozdziale 10.3 ksi¡»ki [2] lub (dla zagadnie« parabolicznych) w
rozdziale 8 ksi¡»ki [6]. Podczas analizy obu u»ytych schematów, przez Φ oznaczmy przestrze«
funkcji próbnych metody elementu sko«czonego z baz¡ (ϕi)

kN
i=1, gdzie ϕi:Rn 7→ Rk b¦dzie

funkcj¡ przyjmuj¡c¡ warto±¢ zero na wszystkich wspóªrz¦dnych poza (i mod k) + 1. Niech
ũmn+1 b¦dzie funkcj¡ z tej przestrzeni przybli»aj¡c¡ funkcj¦ umn+1, a u wektorem liczb rzeczy-
wistych odpowiadaj¡cym jej w nast¦puj¡cy sposób:

ũ =

N∑
i=1

uiϕi.

Oznaczmy przez ũn funkcj¦ ũmn z ostatniej iteracji. B¦dziemy d¡»yli do utworzenia ukªadu
równa« liniowych na u.
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3.1.1. Aproksymacja metod¡ predictor-corrector

B¦dziemy aproksymowa¢ nieliniowo±¢ przez iteracyjne obliczanie za pomoc¡ metody elementu
sko«czonego funkcji umn+1 w nast¦puj¡cym ukªadzie równa«:

(3.2)


um+1
n+1 −un

τ −∆um+1
n+1 − f(umn+1) = 0,

∂um+1
n+1

∂n = 0.

u0
n+1 = un,

Napiszmy sªab¡ posta¢ równania (3.2) na ũ bior¡c funkcje próbne ϕj z przestrzeni Φ:

0 =

∫
Ω

〈
D∇ũm+1

n+1 ,∇ϕj
〉

+

∫
Ω

〈
ũm+1
n+1

τ
, ϕj

〉
+

∫
Ω

〈
−ũn
τ
− f(ũmn+1), ϕj

〉

=
kN∑
i=1

ui
(∫

Ω
〈D∇ϕi,∇ϕj〉+

∫
Ω

〈ϕi
τ
, ϕj

〉)
+

∫
Ω

〈
−ũn
τ
− f(ũmn+1), ϕj

〉
.

Otrzymujemy zatem nast¦puj¡cy ukªad równa« liniowych:

Mu = f,

M = (aji)i,j=1..kN , f = (fj)j=1..kN ,

aji =

∫
Ω
〈D∇ϕi,∇ϕj〉+

∫
Ω

〈ϕi
τ
, ϕj

〉
,

f j =

∫
Ω

〈
−ũn
τ
− f(ũmn+1), ϕj

〉
.

Zauwa»my, »e je»eli D b¦dzie symetryczna i dodatnio okre±lona, to macierzM równie» b¦dzie
symetryczna i dodatnio okre±lona. Ponadto, zarówno M jak i f zale»¡ od obu indeksów n i
m, zatem nie pozostaj¡ staªe w »adnej z iteracji.

3.1.2. Aproksymacja metod¡ Newtona

Kolejn¡ metod¡ aproksymacji nieliniowo±ci jest u»ycie metody Newtona. Opiszmy j¡ dla ogól-
nego przypadku. Niech F b¦dzie operatorem, którego zero chcemy znale¹¢, a L|xn b¦dzie
cz¦±ci¡ liniow¡ tego operatora w punkcie xn. Wtedy metoda Newtona opisuje si¦ wzorem:

F (xn) + L|xn(xn+1 − xn) = 0,

gdzie x0 jest pocz¡tkowym przybli»eniem. Dla F b¦d¡cych funkcjami klasy C1 cz¦±ci¡ liniow¡
jest gradient tej funkcji oraz mo»na udowodni¢ kwadratow¡ zbie»no±¢ tej metody, je»eli tylko
startujemy z x0 dostatecznie bliskiego szukanemu zeru.

W naszym przypadku:

F (um+1
n+1 ) =

um+1
n+1 − un

τ
−D∆um+1

n+1 − f(umn+1)−∇f |umn+1
(um+1
n+1 − u

m
n+1),

L|umn+1
(v) =

1

τ
v −D∆v −∇f |umn+1

v.

Na etapie rozwi¡zywania pojedynczej iteracji metody Newtona korzystamy z metody elementu
sko«czonego, wi¦c operator F jest zwykª¡ funkcj¡, a L jej gradientem. Zatem, traktuj¡c (3.1)
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jako funkcj¦ nieliniow¡ zmiennej un+1, znajdujemy jej zero metod¡ Newtona. Otrzymany
schemat jest nast¦puj¡cy:

(3.3)


um+1
n+1 −un

τ −D∆um+1
n+1 − f(umn+1)−∇f |umn+1

(um+1
n+1 − umn+1) = 0,

∂um+1
n+1

∂n = 0.

u0
n+1 = un,

Napiszmy sªab¡ posta¢ równania (3.3) na ũ bior¡c funkcje próbne ϕj z przestrzeni Φ:

0 =

∫
Ω

〈
D∇ũm+1

n+1 ,∇ϕj
〉

+

∫
Ω

〈(
I

τ
−∇f |ũmn+1

)
ũm+1
n+1 , ϕj

〉
+

∫
Ω

〈
−ũn
τ
− f(ũmn+1) +∇f |ũmn+1

ũmn+1, ϕj

〉
=

kN∑
i=1

ui
(∫

Ω
〈D∇ϕi,∇ϕj〉+

∫
Ω

〈(
I

τ
−∇f |ũmn+1

)
ϕi, ϕj

〉)
+

∫
Ω

〈
−ũn
τ
− f(ũmn+1) +∇f |ũmn+1

ũmn+1, ϕj

〉
.

Otrzymujemy zatem nast¦puj¡cy ukªad równa« liniowych:

Mu = f,

M = (aji)i,j=1..kN , f = (fj)j=1..kN ,

aji =

∫
Ω
〈D∇ϕi,∇ϕj〉+

∫
Ω

〈(
I

τ
−∇f |ũmn+1

)
ϕi, ϕj

〉
,

f j =

∫
Ω

〈
ũn
τ

+ f(ũmn+1)−∇f |ũmn+1
ũmn+1, ϕj

〉
.

Zauwa»my, »e w ogólno±ci je»eli D b¡d¹ ∇f nie s¡ symetryczne, to macierz M równie» nie
b¦dzie symetryczna. Zauwa»my równie», »e je»eli macierz D jest dodatnio okre±lona, τ jest
dostatecznie maªe, a ∇f ograniczona w punktach naszego rozwi¡zania, to macierz M b¦dzie
dodatnio okre±lona. Ponadto, zarówno M jak i f zale»¡ od obu indeksów n i m, zatem nie
pozostaj¡ staªe w »adnej z iteracji.

3.1.3. Oszacowanie bª¦du metody Newtona

Metoda Newtona dla przypadku wielowymiarowego ma zbie»no±¢ kwadratow¡. W naszym
przypadku, po rozpisaniu na ukªady równa« liniowych, metod¦ Newtona wykonujemy na
przestrzeni kN -wymiarowej warto±ci rzeczywistych (obliczaj¡c wektor u). Podajmy twierdze-
nie zaczerpni¦te z [2] o zbie»no±ci metody Newtona.

Twierdzenie 3 (Twierdzenie 7.5 z ksi¡»ki [2] ze strony 93). Je»eli pierwsza pochodna f
jest Lipschitzowska, pocz¡tkowe przybli»enie x0 nale»y do kuli S o ±rodku w zerze funkcji f
oznaczonym α i promieniu R, takim, »e dla pewnego 0 < q < 1

sup
x,y ∈S

R|f ′(x)− f ′(y)|
2|f ′(α)||x− y|

≤ q

1 + 2q
,

to metoda Newtona z rozwi¡zaniami k-tej iteracji xk jest dobrze okre±lona oraz:

• |xk+1 − α|≤ q|xk − α|;
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• |xk+1 − α|≤ C|xk − α|2 dla pewnej staªej C;

• limk→+∞ xk = α.

Istotnym warunkiem jest tutaj blisko±¢ pocz¡tkowego przybli»enia do rozwi¡zania. Glo-
balna zbie»no±¢ metody nie jest gwarantowana. Jednak przy dostatecznie maªym kroku cza-
sowym τ rozwi¡zania u b¦d¡ si¦ od siebie maªo ró»niªy, dlatego ten warunek metody Newtona
powinien by¢ speªniony.

3.2. U»yte narz¦dzia

U»yjemy programu FreeFem++ (www.freefem.org/ff++) do symulacji numerycznych równa«
ró»niczkowych cz¡stkowych. Wiele zagadnie« nie omówionych dokªadnie w tej pracy, a zasto-
sowanych podczas oblicze« numerycznych, jest rozwi¡zanych w tym programie. S¡ to mi¦dzy
innymi:

• tworzenie siatki dla przestrzeni Ω,

• caªkowanie funkcji z wskazanej przestrzeni Φ,

• obliczanie wspóªczynników macierzy M oraz wektora f ,

• rozwi¡zywanie ukªadu równa« liniowych korzystaj¡c z istniej¡cych pakietów i wskazanej
metody,

• wizualizacja u(t, · ) za pomoc¡ poziomic.

Do tworzenia wykresów zostaª u»yty program gnuplot.

3.3. Przestrze« funkcji próbnych

3.3.1. Siatka

Aby okre±li¢ przestrze« funkcji próbnych, potrzeba najpierw stworzy¢ siatk¦ dla przestrzeni
Ω. Jest ona automatycznie generowana przez FreeFem++ w nast¦puj¡cy sposób:

• okre±lamy przestrze« Ω za pomoc¡ parametryzacji jej brzegu,

• okre±lamy g¦sto±¢ w¦zªów siatki na brzegu,

• siatka jest automatycznie generowana korzystaj¡c z algorytmu Delaunay-Voronoi, za-
pewniaj¡c proporcjonalno±¢ g¦sto±ci jej w¦zªów do g¦sto±ci w¦zªów brzegowych.

Siatka zawiera elementy wielok¡tne o k¡tach wspólnie ograniczonych od doªu przez pewn¡
staª¡ γ > 0, co oznacza, »e nie jest zdegenerowana.

3.3.2. Funkcje kawaªkami wielomianowe drugiego stopnia

Za przestrze« funkcji próbnych we¹my funkcje ci¡gªe kawaªkami wielomianowe drugiego stop-
nia i oznaczmy j¡ P2. MacierzM b¦dzie miaªa warto±¢ 0 w polu aji, je»eli przeci¦cie no±ników
funkcji ϕi i ϕj b¦dzie miary zero. Nale»y zatem zadba¢ o odpowiedni dobór bazy przestrzeni
Φ. Rozwi¡zanie tego problemu jest wewn¦trzn¡ cz¦±ci¡ FreeFem++. Natomiast wymaganiem
à priori stawianym rozwi¡zaniu u jest u(t, · ) ∈ H1(Ω). Zauwa»my, »e funkcje z H1(Ω) mog¡
by¢ aproksymowane przez funkcje z P2 z dokªadno±ci¡ O(h3) w normie L2 i O(h2) w normie
H1, gdzie h jest grubo±ci¡ siatki. Przez grubo±¢ siatki h rozumiemy minimalny promie« kuli,
w której mo»na zawrze¢ ka»dy z elementów siatki.
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3.4. Rozwi¡zywanie ukªadu równa« liniowych

Dobieramy odpowiedni algorytm rozwi¡zuj¡cy otrzymany ukªad równa« liniowych w zale»no-
±ci od u»ytego schematu. Zaªó»my symetryczno±¢ macierzy D oraz niesymetryczno±¢ macierzy
∇f .

• Macierz M dla schematu prostego jest symetryczna i dodatnio okre±lona, zatem w tym
przypadku u»yjemy metody CG.

• Macierz M dla schematu z metod¡ Newtona jest niesymetryczna, zatem w tym przy-
padku u»yjemy metody GMRES.

3.5. Warunki stopu metod iteracyjnych

U»yli±my dwóch metod iteracyjnych: rozwi¡zuj¡cej ukªad równa« liniowych CG b¡d¹ GMRES
oraz aproksymuj¡cej zamkni¦ty schemat Eulera. Musimy ustali¢ dla nich warunki stopu.

W przypadku metody rozwi¡zuj¡cej ukªad równa« liniowych Mu = f zatrzymujemy si¦,
gdy

‖Mu− f‖< ε1.

W przypadku metody aproksymuj¡cej zamkni¦ty schemat Eulera zatrzymujemy si¦, gdy∣∣∣∣∫
Ω

〈
umn+1 − un

τ
, umn+1

〉
+

∫
Ω

〈
D∇umn+1,∇umn+1

〉
−
∫

Ω

〈
f(umn+1), umn+1

〉∣∣∣∣ ≤ ε2,

b¡d¹ gdy
‖umn+1 − um−1

n+1 ‖L2 ≤ ε3.

Zatrzymujemy si¦ równie», je»eli liczba iteracji przekroczy pewn¡ (maª¡) staª¡ K. Nie jest to
zachowanie po»¡dane i nie powinno wyst¦powa¢ przy odpowiednio dobranych εi. Pierwsza z
warto±ci powinna by¢ równa 0 po rozwi¡zaniu metod¡ elementu sko«czonego (3.1), a druga
mierzy post¦p algorytmu.

Dobór odpowiednich staªych εi zale»y od konkretnego zagadnienia, grubo±ci siatki i ocze-
kiwanej dokªadno±ci. Oczekujemy jednak, »e ε1 i ε3 b¦d¡ maªymi warto±ciami w porównaniu
z ε2. Dobranie zbyt maªego ε1 b¡d¹ ε2 mo»e powodowa¢ brak praktycznej zbie»no±ci metody
ze wzgl¦du na mo»liw¡ precyzj¦ metody CG b¡d¹ GMRES. ε3 powinno by¢ mo»liwie maªe,
ale nie przekraczaj¡ce granicy dokªadno±ci metody u»ytej do caªkowania ró»nicy rozwi¡za«.

3.6. Oszacowanie bª¦du

Oszacujmy caªkowity bª¡d metody zakªadaj¡c odpowiedni¡ regularno±¢ u. Odpowiednie osza-
cowania mo»emy znale¹¢ w [2] w rozdziale 10.3.5. na stronie 248. Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e za-
ªo»enie w odpowiednich twierdzeniach, »e u(t, · ) ∈ H1

0 (Ω) mo»na zamieni¢ na u(t, · ) ∈ H1(Ω),
jako »e mamy jednoznaczno±¢ oraz zerowe warunki brzegowe Neumanna.

W schemacie wykonujemy T
τ iteracji po czasie, a wewn¡trz pewn¡ ograniczon¡ z góry przez

staª¡ ilo±¢ iteracji aproksymowanego zamkni¦tego schematu Eulera, gdzie w ka»dym kroku
iteracji rozwi¡zujemy równanie ró»niczkowe cz¡stkowe metod¡ elementu sko«czonego. Doda-
jemy do siebie bª¦dy z schematu ró»niczowego dla czasu oraz metody elementu sko«czonego.
Bª¡d schematu ró»nicowego dla czasu jest w naszym przypadku równy O(τ). Jak wynika z
bª¦du aproksymacji podanego w sekcji 3.3.2, bª¡d metody elementu sko«czonego z przestrze-
ni¡ funkcji kawaªkami wielomianowych drugiego stopnia i siatce o grubo±ci h wynosi O(h3) w
normie L2 i O(h2) w normie H1. Caªo±¢ mo»emy zawrze¢ w postaci poni»szego twierdzenia.
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Twierdzenie 4 (Twierdzenie oparte na rozdziale 10.3.5 ksi¡»ki [2] ze stron 244-249). Niech
uh b¦dzie rozwi¡zaniem dyskretyzacji równania parabolicznego (2.6) dla t ∈ [0, T ] po czasie
zamkni¦tym schematem Eulera i po przestrzeni metod¡ elementu sko«czonego z przestrzeni¡
funkcji kawaªkami wielomianowych drugiego stopnia. Niech rozwi¡zanie u b¦dzie istniaªo w
przestrzeni H1(Ω) i b¦dzie jednoznaczne. Niech f jest funkcj¡ ci¡gª¡. Niech h jest grubo±ci¡
siatki (de�nicja w 3.3.2), niech siatka nie b¦dzie zdegenerowana (de�nicja w 3.3.1) i niech
krok czasowy jest równy τ . Wtedy:

• ‖u− uh‖L∞(0,T ;L2(Ω))= O(τ + h3);

• ‖u− uh‖L∞(0,T ;H1(Ω))= O(τ + h2).
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Rozdziaª 4

Automaty komórkowe

4.1. Wst¦p

Jak mo»na przeczyta¢ w rozdziale pierwszym ksi¡»ki Ilachinskiego, [5], automaty komórkowe
s¡ klas¡ matematycznych ukªadów istniej¡cych w dyskretnej przestrzeni, charakteryzuj¡ce si¦
lokalnymi, odbywaj¡cymi si¦ równolegle w caªej przestrzeni oddziaªywaniami. Za twórców tego
modelu uznaje si¦ Johna von Neumanna i Stanisªawa Marcina Ulama. Automaty komórko-
we posiadaj¡ proste do analizy mikroskopowe zmiany, ale makroskopowe zachowanie ukªadu
jest ju» zwykle bardzo skomplikowane. Do rozwoju i zwi¦kszenia popularno±ci automatów
komórkowych przyczyniª si¦ John Horton Conway tworz¡c reguªy dla automatu komórko-
wego �Gra w »ycie�. Posiada on bardzo zró»nicowan¡ dynamik¦. W szczególno±ci mo»na w
nim zasymulowa¢ Maszyn¦ Turinga (o czym Ilachinski wspomina w rozdziale 1.2.1 ksi¡»ki
[5]), czyli wykonanie dowolnego algorytmu. Zatem wiele problemów zwi¡zanych z automa-
tami komórkowymi jest nierozstrzygalnych (w uj¦ciu informatycznym, tzn. niemo»liwych do
automatycznego rozwi¡zania za pomoc¡ maszyny Turinga).

Automaty komórkowe s¡ tworzone dla okre±lonych potrzeb, dlatego zarówno przestrze«
jak i reguªy oddziaªywa« pomi¦dzy jej punktami s¡ ró»ne. W automatach komórkowych prze-
wa»nie mo»na spotka¢ nast¦puj¡ce wªasno±ci:

• Przestrze« w postaci jedno-, dwu- lub trójwymiarowej siatki komórek - najcz¦±ciej siatki
zªo»onej z kostek, ale czasem np. z sze±ciok¡tów foremnych;

• Jednorodno±¢ komórek - wszystkie komórki s¡ identyczne i rz¡dz¡ nimi te same reguªy.
W przypadku istnienia warunków brzegowych, ta wªasno±¢ mo»e by¢ zaburzona;

• Dyskretn¡ dynamik¦ - dyskretny czas oraz oddziaªywania pomi¦dzy komórkami maj¡ce
miejsce pomi¦dzy krokami czasowymi.

• Dyskretna ilo±¢ stanów, która charakteryzuje ka»d¡ komórk¦ - ka»d¡ komórk¦ charak-
teryzuje wyª¡cznie jej poªo»enie w przestrzeni oraz przyjmowany przez ni¡ stan (w
okre±lonym kroku czasowym);

• Lokalno±¢ zmian - oddziaªywanie pomi¦dzy komórkami jest zmian¡ stanu komórki w
zale»no±ci od stanu jej i s¡siednich komórek. S¡siedztwo danej komórki de�niujemy
zwykle poprzez komórki posiadaj¡ce z ni¡ wspólny brzeg.

Funkcj¦ de�niuj¡c¡ stan komórki w nast¦pnym kroku czasowym w zale»no±ci od stanów s¡-
siednich komórek nazywamy reguª¡ przej±cia.
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Automaty komórkowe posiadaj¡ szereg po»¡danych cech, które sprawiaj¡, »e s¡ one bardzo
dobre do symulacji ró»nych zjawisk. Programy komputerowe symuluj¡ce automaty komórkowe
s¡ bardzo proste w implementacji. Dzi¦ki lokalno±ci oddziaªywa« i braku zale»no±ci stanu ko-
mórki od stanu innych komórek w obecnym kroku czasowym, automaty komórkowe s¡ proste
do masywnego zrównoleglenia. Siªa wyrazu tych modeli jest wr¦cz nieograniczona (czego do-
wodzi mo»liwo±¢ stworzenia Maszyny Turinga w �Grze w »ycie�). S¡ bardzo dobre do symulacji
modeli, którego mikroskopowe wªasno±ci (odpowiadaj¡ce reguªom przej±cia) dobrze znamy, a
jeste±my zainteresowani zachowaniami makroskopowymi ukªadu. W szczególno±ci wiele auto-
matów komórkowych pozwala obserwowa¢ samoorganizuj¡ce si¦ struktury. Przykªadem mo»e
by¢ automat komórkowy symuluj¡cy reakcj¦ Bieªousowa-�aboty«skiego (omówiony na przy-
kªad w [7] i [5]). Szczegóªy na temat porównania tego automaty komórkowego z modelem
matematycznym reakcji Bieªousowa-�aboty«skiego znajduj¡ si¦ w sekcji 5.1. Inn¡ dobr¡ wªa-
sno±ci¡ automatów komórkowych jest ªatwo±¢ ich wizualizacji poprzez pokolorowanie komórek
wedªug ich stanów w danym kroku czasowym.

Wspomniany model �Gry w »ycie� jest nast¦puj¡cy:

• Przestrze« jest niesko«czon¡ siatk¡ kwadratow¡;

• Komórki posiadaj¡ dwa stany: »ywa (czarna) i martwa (biaªa);

• Reguªy przej±cia s¡ nast¦puj¡ce: martwa komórka staje si¦ »ywa, je»eli w poprzednim
kroku czasowym dokªadnie 3 z 8 otaczaj¡cych j¡ komórek jest »ywych, a »ywa komórka
umiera, je»eli ilo±¢ otaczaj¡cych j¡ komórek nie jest równa 2 lub 3.

Poni»ej znajduje si¦ wizualizacja cz¦±ci przestrzeni automatu komórkowego �Gry w »ycie� z
struktur¡ o nazwie �Gosper Glider Gun�, emituj¡cej poruszaj¡ce si¦ w przestrzeni struktury
�Glider� (szybowce):

Rysunek 4.1: �Gosper Glider Gun� w automacie komórkowym �Gra w »ycie� (¹ródªo: Wikipe-
dia)

Jak wspomnieli±my wy»ej, mimo takich prostych reguª jest mo»liwe stworzenie w nim
stanu pocz¡tkowego, przy którym symuluje on dziaªanie Maszyny Turinga. Przytaczamy ten
model, by pokaza¢ siª¦ automatów komórkowych oraz sposób ich de�niowania.

W ksi¡»ce [9] na stronach 411-418 mo»emy znale¹¢ inne, biologiczne zastosowanie auto-
matów komórkowych. Jest nim analiza modelu strategii szczepie« priorytetowych (PVP) na
zbiorze krów i borsuków. W przeciwie«stwie do równa« ró»niczkowych zwyczajnych opisu-
j¡cych ten model, w tym wypadku otrzymujemy równie» informacje o post¦pie choroby w
przestrzeni.
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W dalszej cz¦±ci stworzymy nieco bardziej skomplikowany automat komórkowy dla reakcji-
dyfuzji okre±lonej poprzez równania stechiometryczne z rozdziaªu 1. Podamy jego dyskretn¡
przestrze« odpowiadaj¡c¡ torusowi [0, 1]2, opiszemy interpretacj¦ jego stanów oraz podamy
reguª¦ przej±cia w sposób dwufazowy odpowiadaj¡c¡ poª¡czeniu dyfuzji (losowego przemiesz-
czania si¦ cz¡steczek w przestrzeni) oraz reakcji (zachodz¡cej w wyniku spotkania si¦ dwóch
cz¡steczek w jednym miejscu). Podamy de�nicj¦ reguªy przej±cia dla analizowanych przez nas
modeli 2-, 2,5- i 3-cz¡steczkowych.

4.2. De�nicja modelu

Zde�niujmy model automatu komórkowego dla reakcji-dyfuzji, który u»ywamy w do±wiadcze-
niach. Przestrzeni¡ automatu komórkowego jest kwadratowa siatka N×N komórek na torusie
(w której przeciwlegªe brzegi s¡ z sob¡ sklejone). Dzi¦ki temu unikamy rozpatrywania warun-
ków brzegowych i operujemy na sko«czonej przestrzeni. Przyjmujemy s¡siedztwo pojedynczej
komórki typu von Neumanna - s¡siedztwo w ksztaªcie �+�, w którym s¡siadami komórki s¡
4 komórki posiadaj¡ce z ni¡ wspólny bok (komórka na górze, dole, po lewej i po prawej).
Przy de�nicji s¡siedztwa komórek na brzegu pami¦tamy o sklejeniu boków siatki. Dla wygody
zde�niujmy otoczenie komórki jako j¡ oraz jej s¡siedztwo. Stanem pojedynczej komórki jest
trójka lub para liczb naturalnych oznaczaj¡ca ilo±¢ cz¡stek danego koloru znajduj¡cych si¦ w
komórce. Standardowo czas w modelu jest dyskretny.

Reguª¦ przej±cia okre±lmy za pomoc¡ dwóch nast¦puj¡cych po sobie faz:

• Faza dyfuzji - ka»da cz¡steczka znajduj¡ca si¦ w danej komórce przemieszcza si¦ do
losowej komórki z otoczenia z równym prawdopodobie«stwem (po 1

5);

• Faza reakcji - je»eli w komórce istniej¡ co najmniej dwie cz¡steczki, to dwie losowo
wybrane cz¡steczki reaguj¡ z sob¡ zgodnie z równaniami stechiometrycznymi odpo-
wiedniego modelu z rozdziaªu 1, tworz¡c dwie cz¡steczki.

Formalnie, mo»emy przyporz¡dkowa¢ ka»dej komórce ci¡g zmiennych losowych indeksowa-
nych czasem, od których b¦dzie zale»e¢ wybór kierunku dyfuzji cz¡steczek i cz¡steczek do
reakcji (w sposób niezale»ny od siebie). Reguª¦ przej±cia dla danej komórki mo»emy wtedy
okre±li¢ jako funkcj¦ stanu komórek z jej otoczenia w poprzednim kroku czasowym i warto±ci
przyporz¡dkowanych im zmiennych losowych w poprzednim kroku czasowym.

Ostatnim elementem jest okre±lenie stanu pocz¡tkowego komórek. Wraz z liczb¡ N zale»y
on od konkretnego modelu (3-, 2,5- b¡d¹ 2-cz¡steczkowego) i eksperymentu.

4.3. Analiza modelu

Podobnie jak reakcje, model ten jest symetryczny ze wzgl¦du na cz¡steczki niebieskie i czer-
wone. Mówi¡c wi¦c o ich wªasno±ciach mo»emy skupi¢ si¦ na jednym kolorze.

Zauwa»my, »e poniewa» ka»da z rozpatrywanych reakcji posiada dwa substraty i dwa pro-
dukty, ilo±¢ cz¡stek w automacie pozostaje staªa. Nazwijmy rozkªadem masy stan przestrzeni
N × N stworzony przez dodanie do siebie ilo±ci cz¡stek poszczególnych kolorów w ka»dej z
komórek. Poniewa» faza reakcji nie zmienia ilo±ci cz¡stek, to rozkªad masy w czasie jest ta-
ki sam, jak w automacie komórkowym z reguª¡ przej±cia w postaci samej fazy dyfuzji, czyli
automatu komórkowego modeluj¡cego sam¡ dyfuzj¦.

Kolejn¡ wªasno±ci¡ tego modelu jest prawdopodobie«stwo zaj±cia w reakcj¦ danej cz¡-
steczki odwrotnie proporcjonalne do ilo±ci cz¡steczek w komórce (konkretniej równe 1

n−1 za-
kªadaj¡c, »e w komórce znajduje si¦ n ≥ 2 cz¡steczek).
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4.3.1. Model 3-cz¡steczkowy

Zanalizujmy sytuacj¦, w której wytworzyª si¦ front zawieraj¡cy niebieskie i biaªe cz¡steczki
po jednej stronie oraz czerwone i biaªe po drugiej. Biaªe cz¡steczki w grupie cz¡steczek kolo-
rowych zanikaj¡ przy reakcji z cz¡steczk¡ kolorow¡, dlatego prawdopodobie«stwo przetrwania
biaªej cz¡steczki w jednokolorowym morzu cz¡steczek niebieskich jest równe prawdopodobie«-
stwu nie zaj±cia reakcji z »adn¡ inn¡ cz¡steczk¡ i maleje wykªadniczo z czasem. Dowód tego
opiera si¦ na fakcie, »e (asymptotycznie lub przy losowych danych pocz¡tkowych) prawdo-
podobie«stwa tra�enia cz¡steczki na pust¡ komórk¦ jest ograniczone z doªu przez staª¡ oraz
prawdopodobie«stwo nie zaj±cia w reakcj¦ w przypadku tra�enia na komórk¦ niepust¡ jest
równie» ograniczone z doªu przez staª¡. Podobnie prawdopodobie«stwo przetrwania cz¡stecz-
ki czerwonej w morzu cz¡steczek niebieskich równie» maleje wykªadniczo z czasem, poniewa»
spotkanie dwóch cz¡steczek o ró»nych kolorach nie produkuje cz¡steczek kolorowych, tylko
biaªe. Dowód przebiega identycznie.

Spodziewamy si¦ zatem, »e szybko zostan¡ wytworzone obszary posiadaj¡ce wewn¡trz
prawie wyª¡cznie cz¡steczki kolorowe jednego typu. Obszary takie byªyby oddzielone od sie-
bie frontami posiadaj¡cymi mieszanin¦ cz¡steczek kolorowych oraz biaªych (wytworzonych
w wyniku spotka« frontów). Ze wzgl¦du na wykªadniczo szybki zanik cz¡steczek w morzu
cz¡steczek innego koloru spodziewamy si¦, »e grubo±¢ tego frontu nie b¦dzie du»a.

4.3.2. Model 2,5-cz¡steczkowy

Podobnie jak w przypadku modelu 3-cz¡steczkowego, ilo±¢ pojedynczych cz¡steczek czerwo-
nych w morzu cz¡steczek niebieskich z rosn¡cym prawdopodobie«stwem powinna d¡»y¢ do
zera, szczególnie, gdy ±rednia ilo±¢ cz¡steczek niebieskich w komórce przekracza 1. Jednak w
przeciwie«stwie do modelu 3-cz¡steczkowego, istnieje niezerowe prawdopodobie«stwo zwi¦k-
szania si¦ ilo±ci cz¡steczek w kolejnych krokach czasowych. Dlatego równie» mo»emy spo-
dziewa¢ si¦ pogrupowania przestrzeni w obszary o dominacji cz¡steczek jednego koloru, ale z
grubszym frontem o pªynniejszym przej±ciu.

4.3.3. Model 2-cz¡steczkowy

Przebieg reakcji w tym modelu nie jest w »aden sposób skorelowany z proporcj¡ g¦sto±ci
cz¡steczek do siebie. Zatem mimo istnienia dyfuzji, warto±¢ oczekiwana sumarycznej ilo±ci
cz¡steczek danego typu pozostaje niezmienna. Zatem przebieg reakcji-dyfuzji jest z jako±cio-
wego punktu widzenia niezale»n¡ dyfuzj¡ i problemem ruiny dla dwóch graczy o sko«czonych
kapitaªach.

4.4. Mo»liwe mody�kacje

4.4.1. Warunki brzegowe

Mo»emy sobie zada¢ pytanie w jaki sposób stworzy¢ warunki brzegowe dla naszego automatu
komórkowego. Odpowiednik zerowych warunków brzegowych Neumanna mo»na by stworzy¢
zmieniaj¡c przestrze« z torusa w kwadrat (lub inn¡ przestrze«) i odpowiednio mody�kuj¡c
de�nicj¦ s¡siedztwa komórek brzegowych (obcinaj¡c go do przestrzeni).

Niezerowe warunki Neumanna byªyby trudniejsze do analizy, ale mo»emy zawsze okre±li¢,
»e pewna ilo±¢ cz¡steczek danego koloru (by¢ mo»e losowa) dostaje si¦ do brzegowych komórek
albo ubywa z nich. W drugim przypadku jest problem, poniewa» nie mo»emy bez istotnej
mody�kacji modelu zapewni¢, »e komórki brzegowe zawieraj¡ cz¡steczki.
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Warunki brzegowe Dirichleta mo»emy osi¡gn¡¢ dodaj¡c dodatkow¡ warstw¦ komórek na
brzegu, która po ka»dej fazie dyfuzji jest przywracana do stanu wªa±ciwego warunku brzego-
wego.

4.4.2. Reakcja

Szybko±¢ reakcji w tym modelu znacznie ró»ni si¦ od szybko±ci reakcji w równaniach ste-
chiometrycznych (rozdziaª 1). W przypadku automatu komórkowego centraln¡ rol¦ przyjmuje
komórka. W rzeczywisto±ci obliczane szybko±ci reakcji s¡ oparte na prawdopodobie«stwie
zderze« cz¡steczek w przestrzeni. Mo»emy zmody�kowa¢ odpowiednio nasz automat na przy-
kªad wybieraj¡c w losowej kolejno±ci cz¡steczki z komórki i z pewnym prawdopodobie«stwem
reaguj¡c je z innymi obecnymi w komórce.

4.4.3. Dyfuzja

W tym wypadku mo»emy za centralny obiekt przyj¡¢ równie» komórk¦, a nie cz¡steczk¦.
Mo»na wybiera¢ losowo jedn¡ cz¡steczk¦ z komórki i dyfundowa¢ j¡ do jednej z komórek z
otoczenia. Nale»y zauwa»y¢ jednak, »e je»eli ka»da z komórek z otoczenia zawiera przynajmniej
1 cz¡steczk¦, to warto±¢ oczekiwana zmiany ilo±ci cz¡steczek w rozpatrywanej komórce wynosi
zero. Wtedy dyfuzja w rozkªadzie masy w automacie w ogóle by nie zachodziªa.
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Rozdziaª 5

Wyniki symulacji i porównanie

Przez symulacje numeryczne b¦dziemy rozumie¢ wykonanie programu dla 3-cz¡steczkowego
modelu reakcji-dyfuzji (z reakcjami zde�niowanymi w sekcji 1.1) rozwi¡zuj¡cego zdyskretyzo-
wany ukªad równa« ró»niczkowych cz¡stkowych (omówiony w rozdziale 2). Przez symulacje
automatów komórkowych b¦dziemy rozumie¢ wykonanie programu obliczaj¡cego kolejne stany
automatów komórkowych (omówionych w rozdziale 4) dla modeli 2-, 2,5- i 3-cz¡steczkowych.
Porównamy wyniki jako±ciowe tych symulacji oraz podejmiemy prób¦ sprowadzenia ich do
wspólnej przestrzeni i porównania za pomoc¡ norm l1 i l2.

Wykonywane byªy trzy rodzaje eksperymentów: symulacje numeryczne równa« ró»niczko-
wych cz¡stkowych, symulacje automatów komórkowych oraz obliczenia porównuj¡ce te dwie
metody (zwane dalej symulacjami porównawczymi). Obliczenia porównuj¡ce zawieraj¡ w sobie
symulacj¦ automatu komórkowego poª¡czone z zbieraniem odpowiednich statystyk. Omówmy
sposób przeprowadzania poszczególnych symulacji oraz opiszemy znaczenie uzyskiwanych da-
nych, a pó¹niej przejdziemy do interpretacji wyników eksperymentów. Peªna lista wykonanych
eksperymentów znajduje si¦ w sekcji 6.8. Na pocz¡tek jednak omówimy prób¦ porównania
innego modelu automaty komórkowego, dla reakcji Bieªousowa-�aboty«skiego, z odpowiada-
j¡cym mu ukªadem równa« ró»niczkowych cz¡stkowych.

5.1. Porównanie w przypadku reakcji Bieªousowa-�aboty«skiego

Automat komórkowy reakcji Bieªousowa-�aboty«skiego zostaª porównany z ukªadem równa«
ró»niczkowych cz¡stkowych reakcji Bieªousowa-�aboty«skiego w pracy [7]. Wizualnie wyni-
ki obu symulacji byªy podobne, jednak ró»niªy si¦ od badanego modelu matematycznego.
Brak byªo w automatach komórkowych pewnych charakterystycznych cech reakcji Bieªousowa-
�aboty«skiego takich, jak wyst¦puj¡ce w modelu matematycznym spiralne struktury. Autor
pracy skªoniª si¦ do hipotezy, »e modele te nie s¡ równowa»ne.

5.2. Symulacje numeryczne

Byªy to symulacje wykonywane za pomoc¡ programu FreeFem++ zgodnie z metodami opisa-
nymi w rozdziale 3. Symulacje przede wszystkim obejmowaªy dyskretyzacj¦ metod¡ elementu
sko«czonego po przestrzeni (z przestrzeni¡ funkcji ci¡gªych kawaªkami wielomianowych dru-
giego stopnia) oraz zamkni¦tym schematem Eulera po czasie. Ze wzgl¦du na nieliniowo±¢
równania, zamkni¦ty schemat Eulera zostaª zaimplementowany za pomoc¡ metody Newtona.

W miar¦ rozwijania si¦ skryptu, zbierane byªy ró»ne dane i powi¦kszaªa si¦ ilo±¢ parame-
trów. Omówimy u»ywane parametry oraz ich wpªyw na wyniki. Pó¹niej scharakteryzujemy

37



zbierane dane.

5.2.1. Parametry

5.2.1.1. Przestrze«

U»ywane byªy dwa ksztaªty przestrzeni: torus [0, 1]2 i hantla (dwie kule poª¡czone paskiem).
G¦sto±¢ siatki w przypadku torusa byªa jednorodna, ale ró»niªa si¦ pomi¦dzy do±wiadczeniami
(byªa równa 16 × 16 lub 32 × 32). W Przypadku dwóch kul poª¡czonych paskiem mogli±my
obserwowa¢ ciekawe efekty zwi¡zane z potokiem ±redniokrzywiznowym na ±rodku paska. W
zwi¡zku z wyst¦puj¡cymi cz¦sto du»ymi gradientami wewn¡trz paska (dla du»ych czasów) oraz
nieró»niczkowalno±ci¡ brzegu w miejscach poª¡czenia kul i paska, siatka zostaªa podzielona na
mniejsze trójk¡ty. Rozdrobnienie byªo tym wi¦ksze, im bli»ej trójk¡tne elementy znajdowaªy
si¦ ±rodka �gury. Rozdrobnienie polegaªo na podziale wn¦trza trójk¡ta na trójk¡ty podobne
o boku 1

3 ,
1
2 b¡d¹ 1 dªugo±ci oryginalnego boku.

Dalsze rozdrobnienie siatki powoduje zwi¦kszenie czasu oblicze« proporcjonalne do ilo±ci
trójk¡tów. Jest to najistotniejszy czynnik wpªywaj¡cy na szybko±¢ oblicze«.

Rysunek 5.1.1: Torus Rysunek 5.1.2: Hantla

5.2.1.2. Dane pocz¡tkowe

Dane pocz¡tkowe byªy ró»nych typów, w zale»no±ci od do±wiadczenia. Najcz¦±ciej byªy to
dane losowe, z losowym wielomianem drugiego stopnia na kazdym elemencie. Losowanie na-
st¦powaªo przed ewentualnym podziaªem siatki, zatem dane byªy losowane na elementach
podobnej wielko±ci.

Im wi¦ksze gradienty danych pocz¡tkowych, tym dªu»ej trwa pierwsze kilka iteracji i tym
mniejsza jest dokªadno±¢ rozwi¡zania. Gradienty rozwi¡za« jednak szybko malej¡, zatem nie
ma to du»ego wpªywu na caªkowity czas oblicze«.

5.2.1.3. Dªugo±¢ do±wiadczenia T

Do±wiadczenia byªy wykonywane dla czasów rz¦du od 1 do 100 (co odpowiadaªo ok. 100-10000
krokom czasowym). Dªugo±¢ do±wiadczenia zale»aªa od obserwowanych wªasno±ci. Zwykle
dobierana byªa tak, »e po upªywie tego czasu rozwi¡zanie byªo bliskie staªemu.

Czas trwania oblicze« jest proporcjonalny do T , zatem je»eli nie znamy T potrzebnego
do pewnego do±wiadczenia, mo»emy najpierw uruchomi¢ symulacj¦ dla bardzo du»ego T z
nisk¡ dokªadno±ci¡ i grubsz¡ siatk¡ i zanotowa¢ interesuj¡c¡ nas wielko±¢. Mo»emy równie»
nie ustala¢ konkretnego T , ale na przykªad wyznaczy¢ koniec symulacji na podstawie normy
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ró»nicy rozwi¡zania dla dwóch kolejnych kroków czasowych. W opisanych do±wiadczeniach
zastosowano pierwsz¡ z tych metod.

5.2.1.4. Macierz dyfuzji D

W do±wiadczeniach zostaªa u»yta macierz dyfuzji D = dI, czyli wszystkie wspóªczynniki
dyfuzji byªy równe. Zachodzi zatem zaªo»enie wi¦kszo±ci twierdze« z rozdziaªu 2, w których
wiele wªasno±ci miaªo miejsce wyª¡cznie przy równych wspóªczynnikach dyfuzji.

5.2.1.5. Szybko±¢ reakcji k

W równaniach numerycznych szybko±¢ reakcji byªa skalowana przez staª¡ k. Na potrzeby zwy-
kªych symulacji numerycznych byªa ona równa k = 1, ale na potrzeby porównania wyników
numerycznych z automatem komórkowym zostaªa ustalona na warto±¢ k = 200. W przypad-
ku automatów komórkowych mo»na zaobserwowa¢ wyra¹nie istnienie obszarów zawieraj¡cych
prawie wyª¡cznie cz¡steczki jednego koloru, zatem aby do±wiadczenia te mo»na byªo porów-
nywa¢, szybko±¢ reakcji zostaªa znacznie zwi¦kszona. W celu uzyskania lepszych porówna« z
automatami komórkowymi, warto±¢ ta wymaga jeszcze dokªadnej kalibracji. Przypomnijmy,
»e jak wynika z rozwa»a« w sekcji 2.3, zwi¦kszenie szybko±ci reakcji k razy jest równowa»ne
przyspieszeniu czasu k razy i zamianie przestrzeni na

√
k razy wi¦ksz¡ w ka»dym wymiarze.

Musimy uwa»a¢ ustawiaj¡c du»y parametr k, poniewa», jak omówili±my w sekcji 3.1.2,
spowoduje to, »e macierz rozwi¡zywanych ukªadów liniowych (metod¡ GMRES) nie b¦dzie
dodatnio okre±lona. Brak tej wªasno±ci mo»e spowodowa¢ znacznie wolniejsze zbieganie tej
metody. Przy k = 1000 metoda Newtona u»ywana w rozwi¡zaniu nie zbiegaªa w ci¡gu 10
iteracji, podczas gdy dla k = 1 zbiegaªa zwykle w ci¡gu okoªo trzech iteracji, a przy du»ych
gradientach okoªo siedmiu. W przypadku konieczno±ci u»ycia du»ych warto±ci k lepsze mo»e
by¢ zastosowanie metody predictor-corrector (omówionej w sekcji 3.1.1).

5.2.1.6. Dokªadno±¢ oblicze«

U»yte zostaªy cztery parametry kontroluj¡ce dokªadno±¢ oblicze«. Pierwszym z nich jest krok
czasowy τ . W opisywanych do±wiadczeniach byªo u»yte τ = 0.01 b¡d¹ τ = 0.02. Dªugo±¢
oblicze« jest odwrotnie proporcjonalna do tej wielko±ci.

Kolejnymi parametrami s¡ liczby okre±laj¡ce warunki stopu dla ró»nych metod iteracyj-
nych. S¡ to warto±ci εi opisane w sekcji 3.5. U»yte warto±ci ró»niªy si¦ w zale»no±ci od za-
stosowania i byªy równe ε1 = γ110−11, ε2 = γ210−10 i ε3 = γ310−13, gdzie γi ∈ [10−2, 102] w
zale»no±ci od do±wiadczenia.

Ostatnim parametrem jest maksymalna ilo±¢ iteracji metody Newtona. Byªa ona ustalona
na 10 i ze wzgl¦du na kwadratow¡ zbie»no±¢ tej metody oczekiwane byªo, »e nigdy nie zostanie
ona przekroczona. Przekroczenie jej oznaczaªo zwykle bardzo zªe uwarunkowanie problemu.
Wyst¡piªo na przykªad przy ustawieniu parametru szybko±ci reakcji na k = 1000.

5.2.1.7. Animacja

Pozostaªe parametry do±wiadczenia byªy ju» techniczne i dotyczyªy gªównie sposobu gene-
rowania danych i zostaªy omówione w dziale 6. Do poprawnej interpretacji wyników warto
przyjrze¢ si¦ parametrowi szybko±ci animacji. Ze wzgl¦du na bardzo du»¡ ilo±¢ kroków czaso-
wych, nie dla ka»dego kroku czasowego obraz przestrzeni zostaª w niej zawarty. Dla maªych
czasów t < T1 (kiedy to rozwi¡zanie posiada zwykle bogat¡ dynamik¦) ka»da klatka jest reje-
strowana w animacji, po czym czas jest skalowany kwadratowo a» do czasu t = T2, tzn. ro±nie
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ilo±¢ klatek odrzucanych a» do osi¡gni¦cia pewnej granicy w t = T2 (w której rozwi¡zanie
jest ju» najcz¦±ciej praktycznie ustabilizowane), od której czas jest ju» skalowany liniowo. Ze
wzgl¦du na to, ogl¡daj¡c animacje nale»y wzi¡¢ poprawk¦ na skalowanie czasu przy ocenie
szybko±ci zachodzenia zjawisk. W niektórych starszych wersjach skryptu skalowanie czasu
mo»e by¢ inne (równie» nieliniowe).

5.2.2. Zbierane dane

Zbierane dane dziel¡ sie na trzy kategorie: wykresy, animacje oraz dane wej±ciowe do symulacji
porównawczych.

5.2.2.1. Animacje

Pierwszym rodzajem zbieranych danych s¡ animacje wykresów funkcji b, n, c i S = b + n +
c w czasie. Czas jest reprezentowany w sposób naturalny, a warto±ci funkcji w przestrzeni
za pomoc¡ poziomic. Znaczenie kolorów ró»ni si¦ w czasie i jest skalowane w zale»no±ci od
warto±ci obecnych na wykresie. Oprócz tego na górze wykresu znajduj¡ si¦ informacje (x
oznacza cz¡steczki b, n, c):

• której cz¡steczki to wykres (pierwsza litera),

• jakie s¡ wspóªczynniki dyfuzji (Dx),

• ile wynosi obecny czas (t, przy czym nale»y zwróci¢ uwag¦ na nieliniowo±¢ czasu, jak
opisali±my wy»ej),

• jaka jest sumaryczna masa poszczególnych cz¡stek (xL1, czyli norma L1(Ω) poszczegól-
nych funkcji),

• ile wynosi ró»nica masy wzgl¦dem masy pocz¡tkowej (S − S0 oznaczone jako SDiff;
teoretycznie warto±¢ ta powinna by¢ stale równa 0, ale w rzeczywisto±ci jest maª¡ liczb¡
okre±laj¡c¡ w pewien sposób poprawno±¢ i dokªadno±¢ oblicze«).

5.2.2.2. Wykresy

Wykresy s¡ pogrupowane tematycznie. Poni»ej opisujemy ich znaczenie:

• diffL2 - ‖un−un−1‖L2(Ω) - norma L2 ró»nicy rozwi¡zania wzgl¦dem poprzedniego kroku
czasowego;

• diffSup - ‖un − un−1‖L∞(Ω) - jak wy»ej;

• bInf, nInf, cInf - infx∈Ω b(x, t) dla czasu t, analogicznie dla pozostaªych kolorów, war-
to±ci te musz¡ pozosta¢ nieujemne;

• bSup, nSup, cSup - supx∈Ω b(x, t) dla czasu t, analogicznie dla pozostaªych kolorów;

• bL1, nL1, cL1 - ‖b(· , t)‖L1(Ω) dla czasu t, analogicznie dla pozostaªych kolorów;

• bL2, nL2, cL2 - ‖b(· , t)‖L2(Ω) dla czasu t, analogicznie dla pozostaªych kolorów;

• Savg, Smin, Smax - odpowiednio warto±¢ ±rednia, in�mum i supremum funkcji S w czasie
t, w przypadku równych wspóªczynników dyfuzji oczekujemy, »e Savg b¦dzie funkcj¡
staª¡, Smin niemalej¡c¡, a Smax nierosn¡c¡, co wynika z zasady maksimum;
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• Sdiff (w starszych wersjach skryptu totalDiff) - warto±¢ S−‖S0‖L∞(Ω), powinna by¢
mo»liwie bliska zeru;

• rdIntWeak, rdIntWeakLog - jest to warto±¢ mówi¡ca o lokalnej dokªadno±ci oblicze«,
b¦d¡ca residuum zamkni¦tego schematu Eulera w postaci sªabej:

∫
Ω

〈
un − un−1

τ
, un

〉
+

∫
Ω
〈D∇un,∇un〉 −

∫
Ω
〈f(un), un〉 .

Warto±¢ ta powinna by¢ mo»liwie maªa podczas oblicze«. W przypadku dokªadnego
rozwi¡zania nieliniowego zdyskretyzowanego ukªadu równa« (3.1) warto±¢ ta powinna
by¢ równa zero;

• rdIntStrong (obecna w starszych wersjach skryptu) - warto±¢ mówi¡ca o lokalnej do-
kªadno±ci oblicze«, b¦d¡ca residuum zamkni¦tego schematu Eulera w postaci mocnej z
ju» obliczon¡ caªk¡ z Laplasjanu równ¡ zero:

∫
Ω

∑
i =b,n,c

uin − uin−1

τ
− fi(un).

Warto±¢ ta jednak nie dostarczaªa bardziej interesuj¡cych danych ni» rdIntWeak, jako
»e suma f i jest zawsze równa zero (z dokªadno±ci¡ do zaokr¡gle« numerycznych), a war-
to±¢ sumy skªadników ró»nicy dzielonej jest tak naprawd¦ pochodn¡ sko«czon¡ wykresu
total;

• total (obecna w starszych wersjach skryptu) - równa ‖S‖L1(Ω) dla czasu t, powinna
by¢ to funkcja staªa, zast¡piona przez Savg.

Oprócz tego jest jeszcze wykres przestrzeni elementu sko«czonego, na którym zaznaczone
s¡ kontury elementów i caªej przestrzeni.

5.2.2.3. Dane do symulacji porównawczych

Generowane byly równie» dane wej±ciowe do symulacji porównawczych zawieraj¡ce siatk¦
N ×N punktów wysoko±ciowych wykresu rozwi¡zania. Omówimy je dokªadniej dalej w sekcji
5.4.

5.3. Symulacje automatami komórkowymi

Symulacje modelu reakcji-dyfuzji automatem komórkowym zostaªy wykonane za pomoc¡ na-
pisania programu w C++. Byª to automat komórkowy dla modeli 2-, 2.5- i 3-cz¡steczkowych
stworzony wedªug zasad z rozdziaªu 4. Zostaªo przeprowadzonych te» kilka do±wiadcze« w
modelu ze zmody�kowan¡, osªabion¡ dyfuzj¡, który zostaª opisany w sekcji 4.4.3. W zaprogra-
mowaniu tych symulacji oraz doborze wªa±ciwego modelu pomógª profesor Jerzy Tyszkiewicz
(MIMUW).

Jedyne dane, które byªy zbierane w tych do±wiadczeniach to animacje jednego z dwóch
typów - dominacji kolorów cz¡stek i rozkªadu masy. Ró»ne byªy natomiast parametry i warunki
pocz¡tkowe. Omówmy je.
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5.3.1. Parametry

Parametry automatu komórkowego byªy nast¦puj¡ce:

• N - rozmiar automatu komórkowego równy N = 256 lub N = 512 w zale»no±ci od
do±wiadczenia. Automat komórkowy byª osadzony w przestrzeni siatki kwadratowej N×
N na torusie;

• T - maksymalna ilo±¢ iteracji automatu komórkowego, zwykle równa T = 250000;

• skip - liczba caªkowita oznaczaj¡ca co ile iteracji stan automatu jest wizualizowany jako
kolejna klatka w animacji, równa 50;

• p - ci±nienie - ilo±¢ cz¡steczek przypadaj¡cych na 1 komórk¦.

Zªo»ono±¢ oblicze« byªa równa O(TN2p). Algorytm jednak nie zawsze wykonywaª T iteracji,
co omówimy ni»ej.

5.3.2. Warunki pocz¡tkowe

Warunki pocz¡tkowe byªy dobierane w zale»no±ci od do±wiadczenia. Nie miaªy one wpªywu
na szybko±¢ dziaªania algorytmu. W przeciwie«stwie do równa« ró»niczkowych cz¡stkowych,
nie mamy tutaj »adnych ogranicze« ze wzgl¦du na warunki pocz¡tkowe. Dobierane byªy one
tak, aby pocz¡tkowa ilo±¢ cz¡steczek przypadaj¡cych na 1 komórk¦ byªa równa p lub zero w
pewnych przypadkach.

5.3.3. Warunek stopu

Automat komórkowy ko«czyª symulacj¦, gdy upªyn¦ªa maksymalna ilo±¢ iteracji T b¡d¹ ilo±¢
cz¡steczek czerwonych lub niebieskich wynosiªa zero. Automat przewa»nie albo ustabilizowaª
si¦ w pewnej klasie stanów dla du»ych czasów albo zako«czyª dziaªanie znacznie wcze±niej,
gdy jedna z cz¡steczek kolorowych przestaªa istnie¢.

5.3.4. Animacja kolorów cz¡steczek

W pierwszym rodzaju animacji stany automatu komórkowego zostaªy zwizualizowane poprzez
klatki N × N pikseli, w których kolor piksela odpowiadaª zawarto±ci odpowiedniej komórki.
Gdy komórka zawieraªa wyª¡cznie cz¡steczki niebieskie, piksel byª niebieski. Gdy czerwone -
czerwony. Gdy zawieraªa cz¡steczki obu typów - zielony. W przeciwnym wypadku biaªy. Jako
»e cz¡steczki biaªe wyst¦powaªy praktycznie wyª¡cznie w miejscach, w których cz¡steczki
czerwone i niebieskie byªy zmieszane, zostaªy one pomini¦te w wizualizacji.

5.3.5. Animacja rozkªadu masy

W drugim rodzaju animacji piksele odpowiadaªy ilo±ci cz¡steczek w komórce. Kolor biaªy
odpowiadaª braku cz¡steczek, a kolor czarny maksymalnej ilo±ci cz¡steczek w danej chwili.
Animacja ta odpowiadaªa stanom automatu komórkowego dla dyfuzji, co zostaªo dokªadniej
opisane w rozdziale 4.
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5.4. Symulacje porównawcze

Symulacje porównawcze maj¡ na celu sprowadzenie wyników symulacji numerycznych i au-
tomatów komórkowych do wspólnej przestrzeni, a nast¦pnie ich porównanie. Przedstawimy
odpowiednie transformacje, a nast¦pnie omówmy parametry, które mo»emy kontrolowa¢ sta-
raj¡c si¦ jak najlepiej przybli»y¢ te rozwi¡zania. W dalszej cz¦±ci wymienimy zbierane dane.

5.4.1. Sprowadzanie do wspólnej przestrzeni

Kulminacj¡ prac nad dwoma powy»szymi modelami symulacji komputerowych modelu reakcji-
dyfuzji byªa próba ich porównania. Na pocz¡tek zauwa»my, »e przestrzenie tych modeli si¦
zasadniczo ró»ni¡. Aby móc porówna¢ ze sob¡ wyniki tych symulacji w mo»liwie ±cisªy sposób,
dobrze jest sprowadzi¢ te obiekty do wspólnej przestrzeni z dobrze okre±lon¡ metryk¡. Dla
ustalenia uwagi przyjmijmy, »e pracujemy na przestrzeni odpowiadaj¡cej torusowi Ω = [0, 1]2

w obu przypadkach.
W przypadku równa« ró»niczkowych u»ywana przestrze« jest równa przestrzeni Ω. Z kolei

w przypadku automatów komórkowych naturalne wydaje si¦ by¢ przyporz¡dkowanie stanów
jego komórek kwadratom rozmiaru 1

N ×
1
N , tworz¡c funkcj¦ kawaªkami (kwadratami) staª¡.

Ze wzgl¦du na nisk¡ ilo±¢ makroskopowych informacji uzyskiwanych z maªego obszaru dla
automatów komórkowych, ich przestrze« jest podzielona na o wiele wi¦cej (rz¦du dziesi¡tek
razy) elementów ni» przestrze« elementu sko«czonego. Ponadto, ze wzgl¦du na sposób inter-
pretacji jego stanów w przestrzeni Ω, uzyskujemy funkcje nie tylko nieci¡gªe, ale tak»e o du»ej
�wariancji�.

Jedn¡ z dróg sprowadzenia tych dwóch obiektów do jednej przestrzeni jest próba wygªadze-
nia funkcji odpowiadaj¡cej stanowi automatu komórkowego. Zastanówmy si¦ nad znaczeniem
tego stanu. Skªada si¦ on z komórek wypeªnionymi cz¡steczkami. Ruch cz¡steczek jest losowy,
a dopiero ruch wi¦kszej ilo±ci cz¡steczek na raz staje si¦ dla nas interesuj¡cy. Ponadto tak
naprawd¦ nie interesuje nas pozycja cz¡steczki w konkretnym momencie czasu, ale raczej w
pewnym przedziale czasu. Rozpatrzmy wi¦c równanie ciepªa (równowa»ne równaniu dyfuzji z
równymi wspóªczynnikami) z warunkiem pocz¡tkowym równym delcie Diraca. Rozwi¡zaniem
jest rozkªad normalny z wariancj¡ proporcjonaln¡ do wspóªczynnika dyfuzji i czasu. Spróbuj-
my zatem najpierw zdyfundowa¢ rozwi¡zanie odpowiadaj¡ce automatowi komórkowemu, a
dopiero pó¹niej porówna¢ je z rozwi¡zaniem równa« ró»niczkowych w przestrzeni Ω.

Ze wzgl¦du na bardzo maªy rozmiar pojedynczej komórki automatu komórkowego, do za-
symulowania wªa±ciwej dyfuzji musieliby±my u»y¢ przestrzeni elementu sko«czonego o bardzo
du»ej ilo±ci elementów. Porównanie serii tysi¦cy kroków czasowych automatu komórkowego
wymagaªoby bardzo du»ej mocy obliczeniowej. Mo»emy zrobi¢ to jednak w prostszy sposób.

Stwórzmy przestrze« Ξ skªadaj¡c¡ si¦ z funkcji okre±lonych na siatce N×N z warto±ciami
w zbiorze nieujemnych liczb rzeczywistych (Ξ 3 ξ: {1..N}2 7→ [0,+∞)). B¦dziemy do niej
sprowadza¢ funkcje z przestrzeni Ω oraz funkcje z przestrzeni automatu komórkowego dla
ustalonych czasów. Funkcj¦ v: [0, 1]2 7→ [0,+∞) odpowiadaj¡c¡ g¦sto±ci jednej z cz¡steczek
dla ustalonego czasu t zamienimy na funkcj¦ ξr bior¡c jej punkty wysoko±ciowe w ±rodkach
�komórek�:

ξr(i, j) = v(
i− 0.5

N
,
j − 0.5

N
).

Z kolei chc¡c sprowadzi¢ stan automatu komórkowego w kroku czasowym obci¦ty do roz-
kªadu cz¡steczki jednego koloru v: {1..N}2 7→ N b¦dziemy u»ywa¢ g¦sto±ci dwuwymiarowego
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rozkªadu normalnego o wariancji σ2:

ξa(i, j) =
∑

k,l=1..N

v(k, l)Ce−
|(k−i,l−j)|2

2σ2 ,

gdzie C jest odpowiedni¡ staª¡ normuj¡c¡, a |· | metryk¡ euklidesow¡ dwuwymiarow¡. Ze
wzgl¦du na dyskretn¡ przestrze« C nie jest równe 2πσ, chocia» jest bliskie tej warto±ci. Obli-
czenie powy»szej sumy dla N2 punktów wymagaªo by O(N4) operacji, co jest zdecydowanie
zbyt du»¡ ilo±ci¡. Jako »e g¦sto±¢ rozkªadu normalnego maleje wykªadniczo szybko mo»emy
ograniczy¢ si¦ tylko do punktów le»¡cych w promieniu r od badanego punktu otrzymuj¡c
zªo»ono±¢ O(N2r2). Dla r = 4 b¡d¹ r = 8 taka warto±¢ jest ju» akceptowalna. Zauwa»my,
»e dla przypadku r = 0 otrzymamy transformacj¦ identyczno±ciow¡. Ostateczna wersja jest
nast¦puj¡ca:

ξ(i, j) =
∑

k,l=1..N

v(k, l)Cre
− |(k−i,l−j)|

2

2σ2 1|(k−i,l−j)|≤r,

Cr =

 ∑
k,l=1..N

e−
|(k−i,l−j)|2

2σ2 1|(k−i,l−j)|≤r

−1

.

Na przestrzeni Ξ mamy w naturalny sposób okre±lone normy lp, 1 ≤ p ≤ ∞. Mo»emy zatem
porównywa¢ w niej funkcje odpowiadaj¡ce rozwi¡zaniom numerycznym równa« ró»niczkowych
i stanom automatów komórkowych.

5.4.2. Sposób porównania

Aby porówna¢ rozwi¡zania, najpierw rozwi¡»emy numerycznie zagadnienie metod¡ elementu
sko«czonego. Nast¦pnie wybierzemy pewn¡ chwil¦ 0 ≤ t0 < T i przeksztaªcimy rozwi¡zanie
u(t0, · ) na odpowiedni stan pocz¡tkowy automatu komórkowego (proces ten opiszemy po-
ni»ej w 5.4.3). Nast¦pnie uruchomimy symulacj¦ automatu komórkowego. W dalszej cz¦±ci
b¦dziemy przeksztaªca¢ rozwi¡zania w opisany wy»ej w 5.4.1 sposób do przestrzeni [t0, T ]×Ξ.
Poniewa» w rzeczywisto±ci w obu przypadkach operujemy na dyskretnym czasie, zaªo»ymy, »e
ilo±¢ iteracji automatu komórkowego odpowiadaj¡cych jednemu krokowi czasowemu metody
elementu sko«czonego jest pewn¡ liczb¡ naturaln¡ Q.

Ustalmy, »e polem powierzchni w przestrzeni Ξ b¦dziemy nazywa¢ ilo±¢ punktów podzie-
lonych przez N2. Za miar¦ odlegªo±ci przyjmijmy odlegªo±¢ euklidesow¡ z przestrzeni torusa
[0, 1]2, któremu odpowiada przestrze« Ξ. Funkcje ξ ∈ Ξ dla odpowiednich cz¡steczek i usta-
lonego czasu nazywajmy zag¦szczeniami cz¡steczek w przestrzeni Ξ.

W programie symuluj¡cym porównanie, oprócz samych symulacji numerycznych i auto-
matu komórkowego, zbierane s¡ nast¦puj¡ce dane:

• area cell|FEM B|N|C - pole powierzchni dominacji cz¡steczek - rozumiemy przez to
pole powierzchni na którym cz¡steczka danego koloru posiada zag¦szczenie wi¦ksze ni»
50% sumy zag¦szcze« wszystkich cz¡steczek;

• avg cell|FEM B|N|C - ±redni¡ warto±¢ zag¦szczenia poszczególnych cz¡steczek;

• l1, l2 - norm¦ l1 i l2 ró»nicy funkcji ξr (odpowiadaj¡cej rozwi¡zaniu równa« ró»niczko-
wych) i ξa (odpowiadaj¡cej stanom automatu komórkowego).

Zauwa»my, »e badanie in�mum b¡d¹ supremum ró»nicy ξa − ξr nie ma sensu, poniewa» sam
proces przeksztaªcania jest zbyt daleki od dokªadnego.
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5.4.3. Stan pocz¡tkowy dla automatu komórkowego

Aby powy»sze porównanie mogªo nast¡pi¢, musimy w pewien sposób uzgodni¢ warunki pocz¡t-
kowe symulacji numerycznych i automatu komórkowego. Korzystaj¡c z tego, »e rozwi¡zania
dla automatu komórkowego i tak b¦d¡ pó¹niej dyfundowane oraz siatka automatu komór-
kowego jest du»o g¦stsza od siatki metody elementu sko«czonego zaproponujmy nast¦puj¡ce
przeksztaªcenie funkcji u: Ω 7→ [0,+∞) w stan automatu komórkowego v: {1..N}2 7→ N:

v(i, j) = [u(x, y)] +Xij({u(x, y)}),
Xij ∈ {0, 1}, Xij iid, P (Xij(x) = 1) = 1− P (Xij(x) = 0) = x.

[· ] i {· } oznaczaj¡ odpowiednio cz¦±¢ caªkowit¡ i uªamkow¡. Dodajmy jeszcze do tego parametr
p oznaczaj¡cy ci±nienie w automacie komórkowym. Aby je zastosowa¢ wystarczy pomno»y¢
warto±ci funkcji u przez p przed zastosowaniem powy»szej transformacji.

5.4.4. Parametry

Omówmy podane wcze±niej w tym rozdziale parametry maj¡ce istotny wpªyw na opisywane
porównanie:

• t0 - czas przeprowadzania symulacji numerycznej, zanim zostanie ona zamieniona w
dane pocz¡tkowe dla automatu komórkowego, a wyniki zaczn¡ by¢ porównywane. W
do±wiadczeniach ustawione na t0 = 0 dla r¦cznie podanych danych i na t0 = 30 dla
danych losowych;

• k - skalowanie szybko±ci równania reakcji-dyfuzji w symulacjach numerycznych. Mo»-
na zaobserwowa¢, »e automaty komórkowe posiadaj¡ istotnie szybsz¡ reakcj¦ (istotnie
wolniejsz¡ dyfuzj¦) ni» równania ró»niczkowe, zatem aby zachowanie tych dwóch mo-
deli byªo zbli»one nale»y dobra¢ dosy¢ du»e k. W naszych do±wiadczeniach u»ywamy
k = 200;

• τ - dªugo±¢ kroku czasowego w metodzie numerycznej. Zwi¦kszenie tej warto±ci c razy
bez zmiany innych warto±ci spowoduje zwi¦kszenie faktycznej szybko±ci rozwi¡zania
numerycznego wzgl¦dem automatu komórkowego c razy. W do±wiadczeniach u»ywamy
τ = 0.01 i τ = 0.02;

• N - równe boku siatki porównywanego automatu). Ustalaj¡c N pami¦tajmy, »e im
wi¦ksze N tym wolniejsza dyfuzja dla automatu komórkowego w sensie szybko±ci roz-
chodzenia si¦ cz¡steczek w Ξ;

• σ2 oraz r - opisane w 5.4.1. Ustalenie odpowiedniego σ2 oraz mo»liwie du»ego r mo»e
poprawi¢ norm¦ odlegªo±ci porównywanych rozwi¡za«. W do±wiadczeniach u»ywamy
zwykle σ2 = 1 i r = 4;

• p - ci±nienie porównywanego automatu komórkowego. W naturalny sposób norma odle-
gªo±ci porównywanych rozwi¡za« powinna si¦ zwi¦kszy¢ okoªo p razy wzgl¦dem wersji
p = 1. W praktyce jednak mo»na zaobserwowa¢ mniejsz¡ zmian¦, co mo»e oznacza¢,
»e warto analizowa¢ równie» norm¦ odlegªo±ci podzielon¡ przez p. W do±wiadczeniach
u»ywane jest zwykle p = 1;

• Q - szybko±¢ wzgl¦dna symulacji numerycznych wzgl¦dem automatów komórkowych. T¡
warto±¢ musimy dobra¢ tak, by wyniki symulacji numerycznych i automatu komórko-
wego byªy mo»liwie dobrze zsynchronizowane w czasie. Eksperymenty dla pozostaªych
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warto±ci jak powy»ej wykazaªy, »e warto±¢ ta jest równa w przybli»eniu Q = 270. Nale»y
t¦ warto±¢ zmienia¢ wraz z zmianami τ . Jest ona trudna do precyzyjnego szacowania, w
szczególno±ci gdy zachowanie automatu komórkowego i symulacji numerycznych zaczyna
rozbiega¢.

Mo»emy zauwa»y¢, »e odpowiedni dobór tych parametrów zale»y od siebie nawzajem, w szcze-
gólno±ci w przypadku τ , N i Q. Poniewa» zasi¦g dyfuzji jest równy jednej komórce w przypad-
ku automatu komórkowego, N nie mo»e by¢ dobrane jak najwi¦ksze, lecz musi by¢ dobrane
tak, by caªo±¢ miaªa odpowiednio du»¡ szybko±¢ dyfuzji. Mody�kacje tego automatu komór-
kowego mogªyby pomóc rozwi¡za¢ ten problem.

5.5. Obserwacje

W tej sekcji omówimy wyniki obserwacji symulacji numerycznych, automatów komórkowych
i ich porówna«.

5.5.1. Fronty

Obserwuj¡c animacje o losowych danych pocz¡tkowych mo»na zauwa»y¢ bardzo szybkie wy-
gªadzanie si¦ rozwi¡zania oraz wytworzenie si¦ obszarów o wyra¹nej dominacji cz¡steczek
jednego z kolorów. Dotyczy to zarówno symulacji numerycznych (dla praktycznie ka»dych pa-
rametrów), automatów komórkowych 3-cz¡steczkowych i 2,5-cz¡steczkowych. W przypadku
automatów komórkowych 2-cz¡steczkowych nie wida¢ tworzenia si¦ jakichkolwiek struktur.

Poni»ej znajduj¡ si¦ obrazy przestrzeni dla stosunkowo niewielkich czasów, w których wi-
da¢ potwierdzenie tych obserwacji. W przypadku automatów komórkowych mo»na zauwa»y¢,
»e najszybciej fronty tworz¡ si¦ w automacie 3-cz¡steczkowym i s¡ przy tym bardzo gªad-
kie. Fronty w automacie 2.5-komórkowym s¡ stosunkowo maªo wyra¹ne i mniej stabilne. W
przypadku symulacji numerycznych ka»da poziomica zachowuje si¦ jak osobny front i jest
wygªadzana w miar¦ upªywu czasu.

Rysunek 5.2.1: Poziomice w symulacjach nume-
rycznych

Rysunek 5.2.2: Front dla automatu 3-
cz¡steczkowego
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Rysunek 5.3.1: Front dla automatu 2.5-
cz¡steczkowego

Rysunek 5.3.2: Brak struktur dla automatu 2-
cz¡steczkowego

5.5.2. Zachowanie asymptotyczne

W przypadku symulacji numerycznych mo»emy zaobserwowa¢ jeden z dwóch rodzajów zacho-
wa« asymptotycznych. W stabilnym stanie albo przestrze« jest wypeªniona jednym z dwóch
kolorów (niebieskim albo czerwonym) albo istnieje stabilny front na w¡skim przesmyku, a
dominacja cz¡steczek ró»nych kolorów po obu jego stronach. W przypadku przestrzeni torusa
nie zaobserwowano utrzymywania si¦ frontów dla du»ych czasów.

Rysunek 5.4: Front utworzony w w¡skim przesmyku

Ze wzgl¦du na sko«czon¡ przestrze« automatu komórkowego, istnieje niezerowe (aczkol-
wiek bardzo maªe) prawdopodobie«stwo, »e w N + 3S krokach (gdzie N to rozmiar torusa,
a S ilo±¢ wszystkich cz¡steczek) wszystkie cz¡steczki przejd¡ do jednego punktu, a nast¦pnie
przereaguj¡ na cz¡steczki jednego koloru. W zwi¡zku z tym dla niesko«czonego czasu zdarze-
nie to zajdzie kiedy± prawie na pewno, wi¦c przestrze« torusa zaczn¡ wypeªnia¢ cz¡steczki
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tylko jednego koloru. B¦dziemy si¦ jednak zajmowa¢ ewolucj¡ automatów komórkowych dla
du»ych, ale sko«czonych czasów. W praktyce automat 2-cz¡steczkowy nie zmienia swojego za-
chowania przez caªy czas symulacji, a przy automatach 2.5- i 3-cz¡steczkowych obserwujemy
dwa rodzaje �asymptotycznych� zachowa«:

• Cz¡steczki jednego koloru utworz¡ jednospójne obszary, które powoli zaczn¡ zanika¢, a»
przestrze« b¦dzie zawiera¢ tylko cz¡steczki drugiego koloru;

• Cz¡steczki jednego koloru utworz¡ pas (potencjalnie mo»liwie »e wiele pasów) i ten
stan si¦ ustabilizuje. Od tego momentu zadanie zamieni si¦ w symulacj¦ ruiny dwóch
graczy o sko«czonych kapitaªach, gdzie kapitaªem kolorowych cz¡steczek (graczy) jest
grubo±¢ pasa. Mo»na zaobserwowa¢, »e pasy te s¡ wyª¡cznie poziome albo pionowe,
nigdy sko±ne. Prawdopodobnie jest to efektem siatki i reguª, które nie s¡ anizotropowe.
Poza tym poruszaj¡ si¦ bardzo wolno w losowych kierunkach (co jest spodziewanym
zjawiskiem ze wzgl¦du na losowy charakter reguª automatu komórkowego).

Przeprowadzono symulacje porównawcze dla danych pocz¡tkowych w postaci w¡skiego
pionowego pasa. W przypadku symulacji numerycznych zanikn¡ª on, a w przypadku automatu
komórkowego ten stan si¦ ustabilizowaª. Wynik ten, pozwalaj¡cy odró»ni¢ od siebie te dwa
rodzaje symulacji, omawiamy dokªadniej w sekcji 5.5.5.

Kolejne symulacje dotyczyªy anizotropii. Danymi pocz¡tkowymi byª sko±ny (obrócony w
kierunku (1, 1)) pas o szeroko±ci 1

2 wypeªniaj¡cy dokªadnie poªow¦ przestrzeni. Zarówno w
przypadku symulacji numerycznych (które z natury badanych równa« s¡ anizotropowe), jak
i automatów komórkowych stan ten si¦ utrzymywaª. Mo»e to oznacza¢, »e izotropowe reguªy
automatu komórkowego maj¡ znacznie wi¦ksze znaczenie w procesie formowania si¦ tego pasa,
ni» jego stabilizacji.

Rysunek 5.5.1: Jednospójny zanikaj¡cy obszar w
automacie 3-cz¡steczkowym

Rysunek 5.5.2: Pas w automacie 3-
cz¡steczkowym

5.5.3. Potok ±redniokrzywiznowy

W ka»dej z animacji dla symulacji numerycznych albo automatów komórkowych 2,5- lub
3-cz¡steczkowych mo»emy zaobserwowa¢ potok ±redniokrzywiznowy. W przypadku symulacji

48



numerycznych poziomice rozwi¡zania zachowuj¡ si¦ zgodnie z zasadami potoku ±redniokrzywi-
znowego, a w przypadku automatów komórkowych frontu utworzonego pomi¦dzy cz¡steczkami
czerwonymi i niebieskimi zachowuje si¦ w ten sposób. Omówmy dokªadniej potok ±redniokrzy-
wiznowy i wykonajmy do±wiadczenie, aby go zaobserwowa¢.

Potok ±redniokrzywiznowy (opisany we wprowadzeniu) de�niuje si¦ za pomoc¡ wzoru

v = −κn,

gdzie v jest pr¦dko±ci¡ krzywej w danym punkcie, κ jej krzywizn¡, a n wektorem normal-
nym. Potok ±redniokrzywiznowy najªatwiej zanalizowa¢ na przykªadzie okr¦gu. Je»eli model
ma wªasno±¢ potoku ±redniokrzywiznowego dla brzegu okr¦gu, to powinien si¦ on kurczy¢ z
odpowiedni¡ szybko±ci¡. Krzywizna okr¦gu o promieniu r wynosi 1

r , a wektor normalny jest
zwrócony na zewn¡trz. Zatem równanie ró»niczkowe opisuj¡ce zmian¦ promienia okr¦gu w
czasie jest nast¦puj¡ce:

ṙ = −1

r
, r(0) = r0.

Rozwi¡zuj¡c to równanie otrzymujemy:

r(t) =
√
r2

0 − 2t, πr2 = π(r2
0 − 2t).

Zatem tworz¡c w eksperymentach koªo z cz¡steczek czerwonych w morzu cz¡steczek niebie-
skich spodziewamy si¦ liniowego zaniku powierzchni koªa. Po dodaniu ewentualnych zaburze«
zauwa»my, »e ksztaªt elipsy zbli»a si¦ do ksztaªtu koªa (poniewa» elipsa ma tym wi¦ksz¡
krzywizn¦ w punkcie, im bardziej jest on oddalony od jej ±rodka ci¦»ko±ci). Mo»emy wi¦c
wysnu¢ hipotez¦, »e mimo wprowadzenia zaburze«, ksztaªt koªa powinien by¢ zachowany.
Jest to szczególnie istotne w przypadku automatów komórkowych, w których zaburzenia s¡
nieuniknione.

Do eksperymentów musimy jeszcze zde�niowa¢ granic¦ badanego obszaru. Niech b¦dzie
to pole powierzchni dominacji cz¡steczek okre±lonego koloru, zgodnie z wcze±niejsz¡ de�nicj¡.
Przyjrzyjmy si¦ otrzymanym wynikom.

Rysunek 5.6.1: Kula w automacie komórkowym

Rysunek 5.6.2: Kula w symulacji numerycznej
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Rysunek 5.7: Wykres pola powierzchni cz¡steczek przy porównaniu

Mo»emy zauwa»y¢, »e zarówno w przypadku wynikach symulacji 3-cz¡steczkowego auto-
matu komórkowego, jak i w przypadku symulacji numerycznych, funkcja pola powierzchni
cz¡steczki czerwonej od czasu jest w dobrym przybli»eniu liniowa. Pocz¡tkowe zaburzenie w
przypadku symulacji numerycznych wynika z wytworzenia si¦ cz¡steczek biaªych, a przypadku
automatu komórkowego obserwujemy losowe zaburzenia zwi¡zane z jego budow¡. W symula-
cjach numerycznych ksztaªt kulisty jest doskonale zachowany, a w automatach komórkowych
zachowany z dokªadno±ci¡ do maªych, losowych zaburze«.

5.5.4. Norma odlegªo±ci

5.5.4.1. Cel

Normy odlegªo±ci rozwi¡za« z symulacji numerycznych i automatów komórkowe byªy porów-
nywane w przestrzeni Ξ zgodnie z metod¡ opisan¡ w 5.4. Rozwa»ane byªy trzy typy danych
pocz¡tkowych: losowe, kula cz¡steczek czerwonych w morzu niebieskich i pas ustawiony pod
k¡tem 0◦, 45◦ lub 25.5◦. Zachowanie normy w czasie zale»aªo od wszystkich parametrów wy-
mienionych w 5.4.4.

Zadanie porównania za pomoc¡ normy w przestrzeni Ξ wymaga jak najlepszego skalibro-
wania parametrów, tzn. takiego ich dobrania, by norma ró»nicy dla danego zjawiska miaªa
najmniejsz¡ warto±¢ oczekiwan¡. Zaprezentujmy wyniki eksperymentów dla ró»nych parame-
trów i omówmy je.
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5.5.4.2. Szybko±¢ reakcji k

Przedstawione wyniki dotycz¡ porównania symulacji numerycznych z przeskalowan¡ szyb-
ko±ci¡ reakcji k = 200 razy z automatem komórkowym. W symulacjach numerycznych dla
maªych warto±ci k obserwujemy stosunkowo maªe ró»nice w zag¦szczeniu cz¡stek poszczegól-
nych rodzajów w punktach. Poniewa» komórki posiadaj¡ zwykle cz¡steczki wyª¡cznie jednego
typu, porównanie rozwi¡za« przy maªych k nie daje dobrych rezultatów.

5.5.4.3. Czas pocz¡tkowy t0

Jak wynikªo z do±wiadcze«, aby osi¡gn¡¢ dobre wyniki, dane pocz¡tkowe dla automatu ko-
mórkowego pobierane z rozwi¡zania numerycznego musz¡ przypomina¢ stan automatu komór-
kowego po pierwszej fazie stabilizacji, tzn. musz¡ ju» istnie¢ wyra¹ne fronty. Dane pocz¡tkowe
dla równania ró»niczkowego zawieraj¡ce gªadkie obszary, na których zag¦szczenia cz¡steczek
s¡ funkcjami staªymi niezerowymi tylko na jednej wspóªrz¦dnej dobrze si¦ do tego celu nada-
waªy. Z kolei zªe rezultaty dawaªy dane losowe. Badane zachowanie równa« ró»niczkowych w
czasie przedstawiaªo si¦ jak poni»ej.

Rysunek 5.8.1: Losowe dane po-
cz¡tkowe (t = 0)

Rysunek 5.8.2: Stan ukªadu po
t = 3

Rysunek 5.8.3: Dalsza ewolucja
ukªadu

Nast¦pnie wykonywane byªy testy na automatach komórkowych, w których za chwil¦ po-
cz¡tkow¡ do pobrania danych u»yto t0 = 0 (brak stabilizacji - losowe dane) i t0 = 3 (ukªad
po wst¦pnej fazie). Wyniki dla automatu komórkowego z t0 = 0 nie do±¢, »e odbiegaªy od
wyników symulacji numerycznych, to jeszcze znacz¡co si¦ od siebie ró»niªy za spraw¡ losowej
ewolucji automatów komórkowych oraz losowej zamiany danych symulacji numerycznych na
dane pocz¡tkowe automatu komórkowego.

Rysunek 5.9.1: Stan pocz¡tkowy
automatu komórkowego dla t0 =
0 w jednym z przypadków

Rysunek 5.9.2: Stan automatu
komórkowego dla t0 = 0 po krót-
kim czasie ewolucji - pierwsza
próbka

Rysunek 5.9.3: Stan automatu
komórkowego dla t0 = 0 po krót-
kim czasie ewolucji - druga prób-
ka
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Symulacje w automacie komórkowym dla t0 = 3 byªy ju» du»o bardziej stabilne i mniej
wpªywaªy na nie zaburzenia losowe. Ewolucja wszystkich automatów komórkowych z t0 = 3
przebiegaªa podobnie. Poni»ej mo»emy zaobserwowa¢ dane pocz¡tkowe dla automatu komór-
kowego z t0 = 3, nast¦pnie jego stan po kilkuset iteracjach o podobnym ksztaªcie i stan
po pewnym czasie ewolucji, w którym ksztaªt frontu jest podobny, jednak bardziej pªaski
tam, gdzie wcze±niej byª wkl¦sªy oraz bardziej zaokr¡glony tam, gdzie wcze±niej miaª du»¡
krzywizn¦. Zauwa»my podobie«stwo ewolucji porównuj¡c dwa ostatnie rysunki dla przypadku
symulacji numerycznych powy»ej oraz automatów komórkowych poni»ej.

Rysunek 5.10.1: Stan pocz¡tko-
wy automatu komórkowego dla
t0 = 3

Rysunek 5.10.2: Stan pocz¡tko-
wy automatu komórkowego dla
t0 = 3 po kilkuset iteracjach

Rysunek 5.10.3: Stan automatu
komórkowego dla t0 = 3 po krót-
kim czasie ewolucji

5.5.4.4. Rozmiar siatki N , krok czasowy τ i szybko±¢ wzgl¦dna Q

Warto±ci N , τ i Q maj¡ bezpo±redni wpªyw na obserwowan¡ ilo±¢ kroków automatu komórko-
wego przypadaj¡cych na krok czasowy symulacji numerycznej. Wida¢, »e tak naprawd¦ istotna
jest wzgl¦dna szybko±¢ czasów proporcjonalna do Q

τ i skalowanie przestrzeni proporcjonalne
do N√

k
. Chcemy osi¡gn¡¢ sytuacj¦, w której szybko±¢ rozchodzenia si¦ informacji podzielona

przez rozmiar przestrzeni jest taka sama. Poni»ej znajduj¡ si¦ wykresy, na podstawie których
mo»na oceni¢ trafno±¢ doboru tych parametrów.

Rysunek 5.11.1: Wykres powierzchni dominacji
cz¡steczek dla Q = 270 i p = 1

Rysunek 5.11.2: Wykres ±rednich g¦sto±ci cz¡ste-
czek dla Q = 270 i p = 1

Rozmiar siatki wykorzystywany w porównaniach byª równy zawsze N = 512. Przy takim
rozmiarze zaburzenia losowe odgrywaªy maª¡ rol¦ na ewolucj¦ ukªadu (zaczynaj¡c od ustabili-
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zowanych stanów). τ byªo równe τ = 0.01 b¡d¹ τ = 0.02. Wykonywane byªy eksperymenty dla
ró»nych warto±ci Q - Q = 200, 250, 270, 300 dla τ = 0.01 i Q = 540 dla τ = 0.02. Zmiana Q
rzeczywi±cie powodowaªa liniow¡ zmian¦ szybko±ci dziaªania ukªadu, a najlepsze wyniki byªy
osi¡gane dla Q = 270. Warto±¢ Q mo»na byªo najªatwiej dobra¢ obserwuj¡c k¡ty nachylenia
wykresów pól powierzchni dominacji cz¡steczek i ich ±redniej g¦sto±ci. Ewolucje automatów
komórkowych dla ró»nych próbek byªy bardzo podobne - ró»ne mikroskopijne zaburzenia lo-
sowe nie powodowaªy jako±ciowej zmiany wyników.

5.5.4.5. Ci±nienie p

Mo»na byªo zauwa»y¢, »e wzgl¦dna szybko±¢ ukªadów delikatnie zwi¦kszaªa si¦ wraz ze wzro-
stem p z p = 2 na p = 4, lecz nie ró»ni si¦ dla pozostaªych przypadków. Mo»e to mie¢ zwi¡zek
z tym, »e do reakcji s¡ potrzebne dokªadnie 2 cz¡steczki w jednej komórce. Dokªadna analiza
tego zjawiska wymagaªaby du»o wi¦kszej ilo±ci próbek. Natomiast wyra¹nie wida¢, »e wykresy
te s¡ du»o gªadsze, dla wi¦kszych p, co jest zgodne z przewidywaniami. Wi¦ksza ilo±¢ cz¡ste-
czek powoduje mniejszy wpªyw zaburze« dla pojedynczych cz¡steczek. Poni»ej znajduj¡ si¦
wykresy ±rednich g¦sto±ci cz¡steczek, na których mo»na zaobserwowa¢ te zjawiska.

Rysunek 5.12.1: Wykres ±rednich g¦sto±ci cz¡ste-
czek dla losowych danych pocz¡tkowych, Q =
250 i p = 1

Rysunek 5.12.2: Wykres ±rednich g¦sto±ci cz¡ste-
czek dla losowych danych pocz¡tkowych, Q =
250 i p = 2

Rysunek 5.12.3: Wykres ±rednich g¦sto±ci cz¡ste-
czek dla losowych danych pocz¡tkowych, Q =
250 i p = 4

Rysunek 5.12.4: Wykres ±rednich g¦sto±ci cz¡ste-
czek dla losowych danych pocz¡tkowych, Q =
250 i p = 16

Zauwa»my, »e dla niskich ci±nie« cz¡steczki czerwone w automacie komórkowym nieznacz-

53



nie pó¹niej dochodz¡ do warto±ci równej w przybli»eniu zero ni» w przypadku symulacji
numerycznych, co jest zwi¡zane z wcze±niejsz¡ obserwacj¡ o ró»nicy pr¦dko±ci.

Wzrost ci±nienia powinien w naturalny sposób mie¢ wpªyw na norm¦ odlegªo±ci, skaluj¡c
j¡ przez warto±¢ równ¡ w przybli»eniu p. W rzeczywisto±ci wraz ze wzrostem ci±nienia norma
podzielona przez ci±nienie nieznacznie malaªa. Zachowanie to mo»na przypisa¢ szybko±ci reak-
cji na cz¡steczk¦ odwrotnie proporcjonalnej do ci±nienia w przypadku rozpatrywanego przez
nas modelu reakcji. Z kolei osªabienie reakcji wzgl¦dem dyfuzji przybli»a automat komórkowy
do symulacji numerycznych. Poni»ej znajduj¡ si¦ wykresy norm l1 i l2 odlegªo±ci rozwi¡za« w
przestrzeni Ξ dla ró»nych p.

Rysunek 5.13.1: Wykres norm dla Q = 250 i p =
1 (σ2 = 1 i r = 4)

Rysunek 5.13.2: Wykres norm dla Q = 250 i p =
2 (σ2 = 1 i r = 4)

Rysunek 5.13.3: Wykres norm dla Q = 250 i p =
4 (σ2 = 1 i r = 4)

Rysunek 5.13.4: Wykres norm dla Q = 250 i p =
16 (σ2 = 1 i r = 4)

Zauwa»my, »e oprócz pocz¡tkowego skoku, dla kroku czasowego równego okoªo i = 400
i niskich ci±nie« p = 1, 2 wyst¦puje kolejny skok w normie l2 i szybszy spadek w normie l1.
Gdy porównany wykresy norm z wykresami ±rednich g¦sto±ci, zauwa»ymy, »e ma to miejsce w
ostatnich momentach zanikania kuli. Szybszy spadek w normie l1 mo»na wytªumaczy¢ tym, »e
rozwi¡zanie symulacji numerycznej jest w tym czasie w przybli»eniu równe zero (i ju» prawie
nie maleje), a dla automatu komórkowego jeszcze d¡»y do tej warto±ci. Zatem rozwi¡zania te
zbli»aj¡ si¦ do siebie. W do±wiadczeniu u»yte byªy warto±ci σ2 = 1 i r = 4. Zwi¦kszenie tych
warto±ci w przypadku p = 1 do σ2 = 2 i r = 16 daªo rezultaty jak na rysunku poni»ej. Skok
nadal wyst¦puje, ale funkcja jest nieco gªadsza.
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Rysunek 5.14: Wykres norm dla Q = 250 i p = 1 (σ2 = 2 i r = 16)

5.5.4.6. Warto±ci σ2 i r

Warto±ci σ2 i r opisane w sekcji 5.4.1 miaªy istotny wpªyw na norm¦ odlegªo±ci. Odpowiedni
dobór tych warto±ci powodowaª zmniejszenie normy odlegªo±ci rozwi¡za«. Byªo to istotne w
szczególno±ci przy niskim ci±nieniu p = 1, ze wzgl¦du na mniejsz¡ regularno±¢ przestrzeni au-
tomatu komórkowego. Do±wiadczenia wykazaªy, »e wi¦ksze warto±ci r daj¡ lepsze efekty (jed-
nak znacznie zwi¦kszaj¡c czas oblicze«). Ze wzgl¦du na charakterystyk¦ rozkªadu normalnego
istotne jest równie», by dla wi¦kszych warto±ci σ2 dobra¢ wi¦ksze warto±ci r. Do±wiadczenia
pokazaªy, »e zwi¦kszanie σ2 zmniejsza badane normy.

Najwi¦ksz¡ zbadan¡ kon�guracj¡ byªo σ2 = 4 i r = 16. Ze wzgl¦du na wykªadniczy spadek
g¦sto±ci rozkªadu normalnego w zale»no±ci od odlegªo±ci od ±redniej, wynikªa norma byªa
równie dobra, co w przypadku σ2 = 4 i r = 8. Najmniejsz¡ zbadan¡ kon�guracj¡ byªo r = 0
(i dowolna warto±¢ σ2), czyli brak wygªadzania. Poni»ej znajduj¡ si¦ wykresy badanych norm
dla losowych danych pocz¡tkowych z t0 = 3 omówionych w sekcji 5.5.4.3, ró»nych warto±ci σ2

i r oraz ró»nych ci¡gów losowych w badanych automatach (daj¡cych jednak bardzo podobne
wyniki).

Rysunek 5.15.1: Wykres norm dla σ2 = 1 i r = 0 Rysunek 5.15.2: Wykres norm dla σ2 = 1 i r = 1
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Rysunek 5.16.1: Wykres norm dla σ2 = 1 i r = 4 Rysunek 5.16.2: Wykres norm dla σ2 = 2 i r = 4

Rysunek 5.16.3: Wykres norm dla σ2 = 4 i r = 8 Rysunek 5.16.4: Wykres norm dla σ2 = 4 i r = 16

5.5.4.7. Skok norm ró»nic rozwi¡za« dla maªych czasów i dalszy spadek

Mo»na zauwa»y¢, »e w chwili pocz¡tkowej normy ró»nic s¡ niewielkie, po czym nast¦puje
gwaªtowny ich wzrost i nast¦pnie powolny spadek w miar¦ ewolucji ukªadu. Mo»e by¢ to spo-
wodowane niedoskonaªo±ciami w przybli»aniu warunków pocz¡tkowych dla automatów komór-
kowych, które miaªy odpowiada¢ warunkom pocz¡tkowym dla odpowiedniego t0 z symulacji
numerycznych.

Rysunek 5.17.1: Wykres normy ró»nicy dla loso-
wych danych pocz¡tkowych

Rysunek 5.17.2: Wykres normy ró»nicy dla da-
nych pocz¡tkowych w ksztaªcie kuli
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Na podanych wykresach mo»emy zaobserwowa¢ pocz¡tkowy skok normy i dalszy jej spadek
na przykªadzie z danymi pocz¡tkowymi losowymi (t0 = 3) i w ksztaªcie kuli. Mo»emy przy-
puszcza¢, »e powodem zmniejszania si¦ normy odlegªo±ci jest zmniejszenie skomplikowania si¦
struktury oraz cz¦sto wyeliminowania wszystkich kolorów poza jednym w obu przypadkach.
Mimo wszystko, mo»emy zauwa»y¢, »e normy ró»nic s¡ niezerowe nawet w granicznym przy-
padku, kiedy w obu rodzajach symulacji przestrze« zdominowaª jeden kolor. Oznacza to, »e
sposób porównania jest jeszcze daleki od doskonaªego.

Oprócz pocz¡tkowego skoku mo»emy zaobserwowa¢ kolejny (szczególnie w normie l2) pod
koniec spadku jej warto±ci. Skok ten zostaª omówiony w sekcji 5.5.4.5 i zanika on dla du»ych
warto±ci ci±nienia p.

5.5.4.8. Wnioski

Przeksztaªcanie rozwi¡za« numerycznych i automatami komórkowych do wspólnej przestrzeni
Ξ i porównywanie ich za pomoc¡ normy dostarcza dobrych, liczbowych informacji na temat
blisko±ci rozwi¡za« i jako±ci porównania, je»eli odpowiednie parametry przeksztaªcenia zosta-
ªy dobrze dobrane. Mimo wszystko, przedstawiony sposób przeksztaªcania stanu automatu
komórkowego do przestrzeni Ξ wymaga dopracowania.

Prawdopodobnie nale»y stworzy¢ sposób tworzenia danych pocz¡tkowych dla automatu
komórkowego lepiej odwzorowuj¡cy jego natur¦. Na przykªad, przy ci±nieniu p = 1 auto-
mat ten cz¦sto posiada puste komórki, a przedstawiony odpowiednik numerycznych danych
pocz¡tkowych o sumie mas w punkcie równej 1 nie zawiera ich.

W wykonanych do±wiadczeniach parametry nie byªy kalibrowane w »aden usystematyzo-
wany sposób. Nale»aªoby wykona¢ wiele eksperymentów dla ró»nych kombinacji w celu próby
osi¡gni¦cia minimalnych warto±ci norm. Podobnym problemem jest graniczna norma odle-
gªo±ci. Mo»na zaobserwowa¢, »e jest ona stosunkowo du»a mimo osi¡gni¦cia stanu bliskiego
stacjonarnemu (dominacji cz¡steczki kolorowej) przez oba modele. W tym wypadku mo»li-
we »e ustalenie du»o wi¦kszych parametrów σ2 i r cz¦±ciowo rozwi¡zaªoby ten problem, ale
nadal odpowiedni dobór pozostaªych parametrów jest konieczny, by uzyska¢ norm¦ mo»liwie
blisk¡ zeru przy jako±ciowo identycznych rozwi¡zaniach (dominacja przestrzeni przez jeden
typ cz¡steczek).

5.5.5. Przypadki odró»niaj¡ce modele

Jak wspomnieli±my w sekcji 5.5.2, w automacie komórkowym dla losowych danych cz¦sto
tworz¡ si¦ stabilne pasy. Mo»na zaproponowa¢ wi¦c nast¦puj¡ce do±wiadczenie: we¹my dane
pocz¡tkowe w postaci w¡skiego pasa i porównajmy wyniki symulacji numerycznych i automatu
komórkowego.

Po przeprowadzeniu takiego do±wiadczenia okazaªo si¦, »e w symulacjach numerycznych
pas powoli zanikaª, a w przypadku automatów komórkowych utrzymywaª si¦. Wcze±niej wy-
snuli±my hipotez¦, »e w przypadku automatów komórkowych zadanie w przypadku pasa jest
podobne do ruiny dwóch graczy o sko«czonych kapitaªach. Jednak w przypadku równa« ró»-
niczkowych, ze wzgl¦du na nieograniczony zasi¦g dyfuzji, mo»na obserwowa¢ powolne zanika-
nie pasa.

Mo»na zaryzykowa¢ hipotez¦, »e symulacje numeryczne i automaty komórkowe nie s¡ rów-
nowa»ne, niezale»nie od doboru podanych wcze±niej parametrów. Omawiane do±wiadczenie
zostaªo wykonane korzystaj¡c z symulacji porównawczej. Przyjrzyjmy si¦ wynikom obserwu-
j¡c rozwi¡zania na obu przestrzeniach oraz wykresy powierzchni dominacji i ±rednich g¦sto±ci
cz¡steczek.
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Rysunek 5.18.1: Dane pocz¡tkowe automatu ko-
mórkowego

Rysunek 5.18.2: Utrzymuj¡cy si¦ pas (na rysunku
iteracja 675000 - odpowiadaj¡ca ok. t = 25 dla
symulacji numerycznych)

Rysunek 5.18.3: Dane pocz¡tkowe symulacji nu-
merycznej

Rysunek 5.18.4: Osi¡gni¦cie stanu symulacji nu-
merycznej bliskiemu stacjonarnemu (dominacja
cz¡steczek czerwonych) w t = 14

Rysunek 5.18.5: Wykresy ±rednich g¦sto±ci cz¡-
steczek

Rysunek 5.18.6: Wykresy powierzchni dominacji
cz¡steczek
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5.5.6. Grubo±¢ frontu

Zostaªo wykonane do±wiadczenie dla automatu komórkowego, w którym danymi pocz¡tko-
wymi byªa kula zawieraj¡ca po 8 cz¡steczek koloru czerwonego lub niebieskiego (losowo). Po
pewnym czasie ewolucji ukªadu, w wyniku dyfuzji, g¦sto±¢ cz¡steczek stopniowo malaªa z
odlegªo±ci¡ od ±rodka kuli, a cz¡steczki utworzyªy wyra¹ny potok ±redniokrzywiznowy.

Mo»na byªo zaobserwowa¢ w nim, »e front (brzeg obszaru dominacji cz¡steczek jednego
koloru zawieraj¡cy mieszanin¦ wielu kolorów) byª najcie«szy dla obszaru o ci±nieniu ok. p = 2
(oceniaj¡c ci±nienie na podstawie g¦sto±ci komórek pustych), a grubszy w miar¦ zbli»ania si¦
do ±rodka lub na zewn¡trz.

Zjawisko to wynika bezpo±rednio z prostej analizy probabilistycznej dla poszczególnych
cz¡steczek. Dla du»ego ci±nienia prawdopodobie«stwo reakcji jest ni»sze, wi¦c cz¡steczka mo»e
pokona¢ wi¦ksz¡ odlegªo±¢ w morzu cz¡steczek innego koloru. Z kolei dla maªego ci±nienia
prawdopodobie«stwo napotkania cz¡steczki do reakcji jest tym mniejsze, im mniejsze jest
ci±nienie.

Rysunek 5.19: Zdyfundowana kula losowych cz¡steczek w pró»ni dla p = 8 i po ok. 4000
iteracji

5.5.7. Rozkªad masy

Jak wcze±niej udowodnili±my, równanie na rozkªad masy jest równaniem ciepªa w przypadku
równa« ró»niczkowych oraz symulacj¡ samej dyfuzji w przypadku automatów komórkowych.
Obserwacje potwierdziªy wªasno±ci teoretyczne w obu przypadkach. W przypadku symulacji
numerycznych dodatkowo byªy zbierane dane na temat in�mum, warto±ci ±redniej i supremum
sumy g¦sto±ci cz¡steczek w czasie, zatem mo»emy zaobserwowa¢ na wykresie szybk¡ zbie»no±¢
rozkªadu masy do jednorodnego.
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Rysunek 5.20: Wykres inf S, S i supS

Rysunek 5.21.1: Rozkªad masy w automacie
komórkowym

Rysunek 5.21.2: Rozkªad masy bliski jednorod-
nemu dla t = 1

5.5.8. Dokªadno±¢ oblicze« numerycznych

5.5.8.1. Sposoby pomiaru

Poniewa» nie posiadamy wzoru na rozwi¡zanie ukªadu równa« ró»niczkowych reakcji-dyfuzji
dla modeli 2,5- i 3-cz¡steczkowych, nie jeste±my w stanie zbada¢ dokªadno±ci oblicze« porów-
nuj¡c normy rozwi¡zania numerycznego i dokªadnego. W celu sprawdzenia tej dokªadno±ci
zbadali±my wcze±niej teoretyczne wªa±ciwo±ci ukªadu równa« ró»niczkowych i zbierali±my od-
powiadaj¡ce im dane. Sprawdzamy nast¦puj¡ce wªasno±ci:
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• Nieujemno±¢ rozwi¡za« - badaj¡c in�mum funkcji b, n i c. Oczekujemy speªnienia tej
wªasno±ci w ka»dym przypadku i rzeczywi±cie jest ona speªniona;

• Staªo±¢ sumy masy - badamy warto±¢ S − ‖S0‖L∞(Ω). Powinna ona by¢ mo»liwie bliska
zeru. W wykonanych do±wiadczeniach warto±ci te byªy rz¦du 10−10, zatem mo»na uzna¢
t¡ wªa±ciwo±¢ za speªnion¡. W procesie tworzenia symulacji numerycznych praktycznie
ka»dy bª¡d zostaª wykryty za pomoc¡ obserwacji tej warto±ci;

• Rozkªad masy - mo»na byªo obserwowa¢ speªnienie zasady maksimum obserwuj¡c wy-
kresy Smin, Savg i Smax omówione powy»ej w sekcji 5.5.7. Ponadto, obserwacja animacji
rozkªadu masy potwierdziªa zachowanie si¦ ukªadu zgodnie z równaniem ciepªa;

• Wykresy rdIntWeak i rdIntWeakLog - dostarczaj¡ one informacji na temat dokªadno-
±ci oblicze« w pojedynczym kroku czasowym. Spodziewamy si¦ wyst¦powania w nim
maªych warto±ci. Rzeczywi±cie, warto±ci te oscylowaªy na poziomie 10−8, przy czym w
pocz¡tkowej fazie przy losowych danych byªy du»o wy»sze (czasem wi¦ksze od jedno±ci).
W miar¦ malenia gradientów rozwi¡zania mo»na byªo zaobserwowa¢ spadek tej warto±ci.
Poni»ej znajduje si¦ szcz¡tkowy wykres rdIntWeakLog. Zbyt maªe warto±ci nie zostaªy
na nim zaznaczone.

Rysunek 5.22: Wykres bª¦dów lokalnych metody numerycznej

5.5.8.2. Porównanie metod predictor-corrector i Newtona

Powy»sze wªasno±ci posªu»yªy równie» do oceny dokªadno±ci aproksymacji zamkni¦tego sche-
matu Eulera przez metod¦ predictor-corrector oraz metod¦ Newtona. Oprócz porównywania
wyników mi¦dzy sob¡ porównywane byªy przyrosty dokªadno±ci w zale»no±ci od parametrów
steruj¡cych dokªadno±ci¡. Dla ka»dej metody porównano z sob¡ dwie symulacje - jedna bazowa
i druga dokªadniejsza.
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Rysunek 5.23.1: Siatka bazowa Rysunek 5.23.2: Siatka z trójk¡tami o 2 razy
mniejszym boku (4 razy wi¦cej elementów)

Dane pocz¡tkowe w obu przypadkach byªy identyczne i losowo wygenerowane. Przestrze-
ni¡ byªa przedstawiona wcze±niej hantla. Siatki byªy u»yte dwie, przy czym jedna z nich byªa
pierwsz¡ z trójk¡tami podzielonymi na trójk¡ty podobne o mniejszym boku. Warto±ci kro-
ku czasowego byªy równie» mniejsze od bazowego τ = 0.01. Przetestowane byªy nast¦puj¡ce
kombinacje mniejszego kroku czasowego/mniejszego boku trójk¡tów siatki: 9/3, 4/2. Dla sa-
mej metody Newtona ponadto 10/2 i 3/3. Ponadto w ka»dym przypadku zmienne steruj¡ce
dokªadno±ci¡ oblicze« εi opisane w sekcji 5.2.1.6 byªy 100 razy mniejsze. Przebieg symulacji
obserwowali±my na przedziale o dªugo±ci od 1 do 5 w zale»no±ci od symulacji (dobranego tak,
aby czas trwania oblicze« byª podobny), w którym to gradienty byªy du»e.

Rysunek 5.24: Losowe dane pocz¡tkowe na hantli

W ka»dym przypadku wykresy danych i animacje byªy praktycznie takie same. Zatem
nawet przy tak nieregularnych danych jak losowe metody dawaªy jako±ciowo identyczne roz-
wi¡zania. Mo»na zauwa»y¢, »e w obu metodach wykres rdIntWeak posiadaª wysoki skok dla
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bardzo maªych czasów w przypadku drobniejszej siatki. Porównajmy z sob¡ wykresy SDiff

ró»nic S−‖S0‖L∞(Ω), które mo»emy uzna¢ za gªówny liczbowy wyznacznik dokªadno±ci metod.

Rysunek 5.25.1: Wykres dla metody Newtona,
wariantu podziaªu 4/2

Rysunek 5.25.2: Wykres dla metody predictor-
corrector, wariantu podziaªu 4/2

Rysunek 5.25.3: Wykres dla metody Newtona,
wariantu podziaªu 9/3

Rysunek 5.25.4: Wykres dla metody predictor-
corrector, wariantu podziaªu 9/3

Wida¢, »e bª¦dy dla metody predictor-corrector s¡ o rz¡d wielko±ci mniejsze, ni» bª¦dy
metody Newtona. Jednak obserwujemy dziwne zjawisko, w którym bª¦dy dla parametrów z
wi¦ksz¡ teoretyczn¡ dokªadno±ci¡ s¡ wi¦ksze w przypadku metody predictor-corrector. Z kolei
w przypadku metody Newtona obserwujemy wzrost caªkowitej masy od pewnego momentu. W
innych do±wiadczeniach równie» metoda Newtona posiadaªa tendencj¦ do zmiany caªkowitej
masy ukªadu, lecz nawet dla dªugich czasów nie byªa to warto±¢ du»a.

Ostatecznie zostaªa wybrana metoda Newtona ze wzgl¦du na jej lepsze teoretyczne wªa±ci-
wo±ci, w szczególno±ci dla wi¦kszych czasów (czyli mniejszych gradientów i odlegªo±ci rozwi¡-
za« od siebie w kolejnych krokach czasowych). Ponadto metoda Newtona posiadaªa mniejsz¡
ilo±¢ wykonywanych iteracji (zwykle ok. 3, podczas gdy metoda predictor-corrector potrze-
buje ok. 7 iteracji dla tych samych warunków stopu iteracji), w efekcie skutkuj¡c krótszym o
10%-20% czasem oblicze« mimo bardziej skomplikowanego algorytmu.

Przyjrzyjmy si¦ jeszcze wykresom SDiff dla pozostaªych wariantów podziaªu dla metody
Newtona.
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Rysunek 5.26.1: Wykres dla metody Newtona,
wariantu podziaªu 10/2

Rysunek 5.26.2: Wykres dla metody Newtona,
wariantu podziaªu 3/3

Wida¢, »e wariant 3/3 jest lepszy od 10/2. Tego typu wykresy mog¡ pomóc dobra¢ opty-
malne parametry wielko±ci siatki i dªugo±ci kroku czasowego przy ustalonej ilo±ci mocy obli-
czeniowej do wykorzystania.

Uwaga 3. Chc¡c wykonywa¢ obliczenia na maªo regularnych danych pocz¡tkowych i o sto-
sunkowo maªej dokªadno±ci, dobrym pomysªem mo»e by¢ wykorzystanie metody predictor-
corrector.

5.5.9. Zmody�kowana dyfuzja

Przeprowadzone zostaªy do±wiadczenia z automatem komórkowym 3-cz¡steczkowym posia-
daj¡cym zmody�kowan¡ dyfuzj¦ opisan¡ w sekcji 4.4.3. Mimo zmian, wci¡» mo»emy zaob-
serwowa¢ potok ±redniokrzywiznowy i podobne jako±ciowe zachowanie (np. wytwarzanie si¦
poziomych b¡d¹ pionowych pasów). Problemem tego rozwi¡zania jest omówiona w 4.4.3 ze-
rowa warto±¢ oczekiwana ró»nicy caªkowitej ilo±ci cz¡steczek w komórkach nie posiadaj¡cych
pustych komórek w ich s¡siedztwie. Zostaªo to eksperymentalnie potwierdzone. Zjawisko to
wyst¦puje ju» przy ci±nieniu p = 1, a dla p = 8 jest jeszcze lepiej widoczne.
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Rozdziaª 6

Szczegóªy techniczne

W tym rozdziale opiszemy ±rodowisko wymagane do skompilowania i uruchomienia programów
dla symulacji wymienionych w pracy. Wyniki wszystkich symulacji, kody ¹ródªowe programów
oraz inne materiaªy zostaªy umieszczone na doª¡czonej do pracy pªycie DVD.

6.1. Wymagane oprogramowanie

Nast¦puj¡ce oprogramowanie jest wykorzystywane w pracy:

• FreeFem++ - oprogramowanie do symulacji numerycznych równa« ró»niczkowych cz¡st-
kowych metod¡ elementu sko«czonego. Jest ono dost¦pne na stronie www.freefem.org/
ff++;

• ffmpeg - oprogramowanie do konwersji �lmów pomi¦dzy ró»nymi formatami, wykorzy-
stywane w celu tworzenia animacji z pojedynczych klatek. Jest ono dost¦pne na stronie
www.ffmpeg.org;

• ImageMagick - oprogramowanie do konwersji obrazków pomi¦dzy ró»nymi formatami.
Jest ono dost¦pne na stronie www.imagemagick.org;

• gnuplot - oprogramowanie do tworzenia wykresów. Jest ono dost¦pne na stronie www.

gnuplot.info;

• Uniksowe ±rodowisko programistyczne zawieraj¡ce m. in. programy g++, make i bash.

Wymienione oprogramowanie jest dost¦pne za darmo dla systemów operacyjnych Linux, OS
X i Windows.

Symulacje byªy wykonywane na systemie operacyjnym Microsoft Windows 7 z zainstalo-
wanym ±rodowiskiem GNUstep (www.gnustep.org) zapewniaj¡cym uniksowe ±rodowisko pro-
gramistyczne. Niektóre symulacje byªy równie» testowane pod systemem operacyjnym PLD
Linux.

6.2. Uruchamianie symulacji

Do uruchomienia symulacji, stworzenia odpowiednich animacji i wykresów zostaªy przygoto-
wane skrypty napisane w bashu. Powoduj¡ one stworzenie w bie»¡cym folderu nowego folderu
o nazwie wedªug wzoru <nazwa symulacji>-<losowy numer> z wynikami. Dzi¦ki losowo±ci
numeru, z bardzo du»ym prawdopodobie«stwem nie nadpiszemy poprzednich symulacji o tej
samej nazwie. Skrypty s¡ nast¦puj¡ce:
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• automaton/make_animation.sh - kompiluje program automatu komórkowego napisa-
ny w C++, uruchamia go i tworzy z klatek animacj¦. Wymaga 1 lub 2 argumentów.
Pierwszym jest nazwa symulacji, drugim (opcjonalnym) sªowo grain dodaj¡ce opcj¦
do kodowania animacji daj¡c¡ lepsz¡ jako±¢ �lmu o wysokiej ziarnisto±ci, przy wi¦kszej
obj¦to±ci pliku;

• numeric/make_animation.sh - uruchamia program w FreeFem++, tworzy animacje
zag¦szczenia cz¡steczek B, N , C, ich sumy S oraz odpowiednie wykresy. Wymaga
1 lub 2 argumentów. Pierwszym jest nazwa symulacji, drugim (opcjonalnym) sªowo
saveAutomata powoduj¡ce dodatkowo stworzenie podfolderu z danymi dla porównania
(make_comparison.sh);

• comparison/make_comparison.sh - kompiluje program konwertuj¡cy dane z symulacji
numerycznych na dane pocz¡tkowe automatu komórkowego, symuluj¡cego go i porów-
nuj¡cego z dalszymi danymi z symulacji numerycznych. Wymaga on podania 8 argumen-
tów. S¡ to kolejno nazwa symulacji, folder z danymi z symulacji numerycznej, numer
pierwszej iteracji (czyli takie I ∈ N, »e t0 = Iτ), numer ostatniej iteracji (takie I ∈ N, »e
T = Iτ), szybko±¢ wzgl¦dna automatu komórkowego (Q ∈ R), ci±nienie (p ∈ N), warto±¢
σ2 i r. Warto±ci te zostaªy opisane wcze±niej w sekcji 5.5.4. Folder z danymi symula-
cji numerycznej to folder fem2cell znajduj¡cy si¦ w katalogu wynikowym symulacji
numerycznej uruchomionej z argumentem saveAutomata.

W trakcie tworzenia pracy powstawaªy ci¡gle nowe wersje skryptów, zatem cz¦±¢ z nich urucha-
mia si¦ z mniejsz¡ liczb¡ opcji. Wi¦kszo±¢ starszych skryptów wymaga mody�kacji zawartych
w nich ±cie»ek do uruchomienia.

W nowych wersjach skryptu symulacje wykonuj¡ si¦ zapisuj¡c dane w systemowym ka-
talogu tymczasowym (tzn. utworzonym poleceniem mktemp -d), a po uko«czeniu potrzebne
pliki s¡ przenoszone do katalogu wynikowego. Reszta plików (m. in. kolejne ramki animacji)
s¡ usuwane. Pliki tymczasowe w zale»no±ci od dªugo±ci symulacji mog¡ zaj¡¢ do kilku giga-
bajtów na ka»de tysi¡c ramek wynikowej animacji. W przypadku przerwania oblicze« pliki
tymczasowe nie s¡ usuwane.

6.3. Komentarz do kodu symulacji numerycznych

Kod ten zostaª napisany w j¦zyku programu FreeFem++, podobnym do C++. Dokªadniejszy
opis skªadni j¦zyka znajduje si¦ na stronie programu, www.freefem.org/ff++.

Pierwsz¡ cz¦±ci¡ programu jest inicjalizacja warto±ci. Oprócz wymienionych w 5.2.1 sta-
ªych, s¡ to tak»e zmienne logiczne oznaczaj¡ce istnienie argumentów saveAutomata i savePlots.
saveAutomata powoduje zapisywanie danych wej±ciowych do symulacji porównawczych do ka-
talogu fem2cell, a savePlots powoduje zapisywanie kolejnych klatek rozwi¡zania w formacie
eps. Na potrzeby losowych danych pocz¡tkowych inicjalizowany jest te» na staª¡ generator
liczb pseudolosowych funkcj¡ randinit.

Dalej inicjalizowane s¡ przestrzenie. Zmienne Vh0 i Vh odpowiadaj¡ przestrzeniom ele-
mentu sko«czonego, a Th i Th0 ich siatkom. Dane pocz¡tkowe s¡ tworzone w przestrzeni Vh0,
a nast¦pnie aproksymowane w Vh. Przestrze« Vh0 zawiera siatk¦ z elementami o podobnej
wielko±ci i sªu»y do generowania losowych danych o równomiernym stopniu nieregularno±ci.
Przestrze« Vh jest przestrzeni¡ o drobniejszej (lub identycznej) siatce i sªu»y do wykonywania
na niej wªa±ciwych oblicze«. Pocz¡tkowy fragment kodu zawiera szereg wykorzystywanych
przestrzeni, z których tylko aktualnie u»ywana nie jest zakomentowana.
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Dalej odbywa si¦ inicjalizacja danych pocz¡tkowych zmiennych b0, n0 i c0 odpowiadaj¡-
cych warunkowi pocz¡tkowemu u0. Zmienne te s¡ typu funkcyjnego Ω 7→ R (w przestrzeni
elementu sko«czonego). Mo»liwe warto±ciowania s¡ albo losowe albo ustalone takie jak kula.

W kolejnej cz¦±ci znajduje si¦ inicjalizacja zmiennych potrzebnych do oblicze« nume-
rycznych oraz de�nicja sªabej postaci liniowego operatora ró»niczkowego odpowiadaj¡cego
pojedynczej iteracji metody numerycznej. Nast¦pnie jest wykonywana podwójna p¦tla: na
zewn¡trz iterowana czasem, wewn¡trz iteracjami metody Newtona. Wewn¦trzne iteracje roz-
wi¡zywaªy metod¡ elementu sko«czonego zadany w postaci sªabej problem i s¡ przerywane
w momencie, gdy bª¡d numeryczny jest odpowiednio maªy b¡d¹ maksymalna ilo±¢ iteracji
zostaªa przekroczona.

W zewn¦trznej p¦tli s¡ ponadto zbierane s¡ ponadto dane do wykresów, zapisywane roz-
wi¡zania w postaci obrazka z poziomicami do plików eps (je»eli wª¡czono savePlots) i zapi-
sywane dane do symulacji porównawczych (je»eli wª¡czono saveAutomata). Warto zauwa»y¢,
»e przy zbieraniu danych zapisujemy obrazki do pliku o numerze 100000 + i, gdzie i to numer
iteracji. Dzi¦ki temu pliki uporz¡dkowane leksykogra�cznie zawieraj¡ kolejne ramki (zapo-
biega to problemowi, w którym po ramce frame1.eps pojawiaªaby si¦ frame10.eps zamiast
frame2.eps).

W przypadku symulacji numerycznych porównuj¡cych dokªadno±¢ metod numerycznych
dla ró»nych podziaªów siatki i ró»nego kroku czasowego, jednocze±nie byªy wykonywane dwie
symulacje. Kod skªadaª si¦ wtedy praktycznie z dwóch kopii oryginalnego kodu oraz zmody-
�kowanej cz¦±ci zbieraj¡cej statystyki.

6.4. Komentarz do kodu automatów komórkowych

Kod symulacji automatu komórkowego zostaª napisany w C++. U»ywa on wyª¡cznie stan-
dardowych bibliotek.

Na pocz¡tku kodu ¹ródªowego mamy de�nicj¦ staªych okre±laj¡cych automat komórkowy,
opisanych w sekcji 5.3.1. Kod zwi¡zany z automaty komórkowymi jest podzielony na funkcje.
Przyjmowany przez nie argument particles** oznacza tablic¦ (indeksowan¡ kolorami) trzech
tablic (indeksowan¡ pozycjami), czyli stan automatu komórkowego w danej chwili. Pozycj¡ jest
liczba caªkowita równa y * size + x, gdzie x i y to wspóªrz¦dne komórki, a size rozmiarem
boku automatu. Opiszmy po kolei wyst¦puj¡ce w programie funkcje:

• zero - zeruje indeksowan¡ pozycjami tablic¦;

• wallNC - ustawia particles na warunki pocz¡tkowe z pasem niebieskim o grubo±ci
width ustawionym pod k¡tem 22.5◦ znajduj¡cym si¦ w morzu czerwonych cz¡steczek, z
p (pressure w kodzie) cz¡steczkami na komórk¦;

• randomNC - ustawia particles na dane losowe po p cz¡steczek na komórk¦ losowego
koloru czerwonego albo niebieskiego;

• randomBallNCInVoid - ustawia particles na losowe dane pocz¡tkowe (jak w randomNC),
nie zawieraj¡ce jednak cz¡steczek poza kul¡ o promieniu r;

• ballNC - ustawia particles na dane pocz¡tkowe w postaci czerwonej kuli o promieniu
r w morzu niebieskich cz¡steczek;

• diffusion - wykonuje jedn¡ faz¦ dyfuzji automatu na cz¡steczkach jednego koloru -
ka»da cz¡steczka dyfunduje losowo do jednej z 5 komórek z otoczenia;
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• reaction3Particles, reaction2_5Particles, reaction2Particles - wykonuj¡ faz¦
reakcji dla automatów kolejno 3-, 2.5- i 2-cz¡steczkowego;

• writeBNC - zapisuje wizualizacj¦ dominacji cz¡steczek w poszczególnych komórkach dla
stanu automatu komórkowego particles do pliku ppm o nazwie filename;

• writeMass - zapisuje wizualizacj¦ rozkªadu masy dla stanu automatu komórkowego
particles do pliku w formacie ppm o nazwie filename;

• main - gªówna funkcja programu, któr¡ omówimy poni»ej.

W funkcji main znajduje si¦ wªa±ciwy program. Na pocz¡tku alokowana jest pami¦¢ na
stan automatu (particles) oraz tymczasow¡ tablic¦ na stan automatu obci¦ty do cz¡steczek
jednego koloru (tempParticles). Nast¦pnie inicjalizujemy generator liczb pseudolosowych
funkcj¡ (srand) warto±ci¡ zale»n¡ od czasu (zatem inn¡ przy prawie ka»dym uruchomieniu
programu). Kolejnym krokiem jest inicjalizacja warunku pocz¡tkowego automatu za pomoc¡
jednej z funkcji wallNC, randomNC, randomBallNCInVoid lub ballNC. W dalszej cz¦±ci mamy
p¦tl¦ wizualizuj¡c¡ interesuj¡ce nas dane za pomoc¡ writeBNC lub writeMass, a nast¦pnie
wykonuj¡c¡ faz¦ dyfuzji dla ka»dego koloru cz¡steczek i faz¦ reakcji. Na koniec zwalniana jest
pami¦¢.

Je»eli interesuje nas dominacja kolorów, czyli u»ywamy funkcji wizualizuj¡cej writeBNC, to
sprawdza ona jakie kolory cz¡steczek jeszcze istniej¡ w automacie. Program zatrzymuje wtedy
symulacj¦ albo w momencie upªyni¦cia zadanej ilo±ci iteracji iter albo endFrames iteracji po
znikni¦ciu cz¡steczek czerwonych b¡d¹ niebieskich z automatu. Je»eli u»ywamy wizualizacji
rozkªadu masy writeMass, to program kontynuuje dziaªanie a» do upªyni¦cia iter iteracji.
Dzieje si¦ to za pomoc¡ zwrócenia warto±ci logicznej przez funkcje wizualizuj¡ce, która oznacza
czy automat ma zako«czy¢ symulacj¦.

Aby zmieni¢ model, wystarczy podmieni¢ funkcj¦ inicjalizuj¡c¡ warunek pocz¡tkowy i
funkcj¦ reakcji.

6.5. Komentarz do kodu porównuj¡cego symulacje numeryczne
i automaty komórkowe

Kod ten jest oparty na kodzie symulacji automatu komórkowego (równie» napisany w C++ i
u»ywaj¡cy wyª¡cznie standardowych bibliotek).

Na pocz¡tku kodu mamy okre±lony rozmiar automatu komórkowego. W dalszej cz¦±ci
napotykamy podziaª na funkcje, z których zero, diffusion, reaction3Particles,writeBNC
i writeMass maj¡ tak¡ sam¡ semantyk¦, jak w symulacji automatu komórkowego. Pozostaªe
funkcje to:

• loadDataFromFile - ªaduje dane wej±ciowe z pliku <prefix><100000+fileNumber>.dat

do tablicy tablic liczb zmiennoprzecinkowych dla ka»dego koloru odpowiadaj¡cych roz-
kªadowi kolorów cz¡steczek w symulacji numerycznej;

• initWithData - przetwarza w podany w sekcji 5.4.3 sposób dane wej±ciowe otrzymane
z loadDataFromFile na stan automatu komórkowego;

• dataDiffusionDensity - zwraca g¦sto±¢ proporcjonaln¡ do rozkªadu normalnego ob-
ci¦tego do kuli B(0, r) w punkcie (dx, dy) i wariancji σ2 (dataDiffusionVariance);

• gatherStatistics - dla stanu automatu komórkowego particles i danych wej±ciowych
z symulacji numerycznej data zwraca szereg statystyk omówionych w 5.4.2;
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• printUsage - wypisuje pomoc w postaci oczekiwanych argumentów programu;

• main - gªówna funkcja programu, któr¡ omówimy poni»ej.

Funkcja main wygl¡da podobnie do gªównej funkcji symulacji automatu komórkowego. Na
pocz¡tku interpretowane s¡ argumenty jako liczby caªkowite/zmiennoprzecinkowe. Nast¦pnie
alokowana jest pami¦¢ oraz inicjalizowany generator liczb pseudolosowych. Potem inicjalizo-
wany jest automat komórkowy przez dane z symulacji numerycznej (z czasu t0, czyli iloczynu τ
i drugiego argumentu programu, minFrameNumber). Nast¦pnie wykonywana jest p¦tla po kro-
kach czasowych symulacji numerycznej od minFrameNumber do maxFrameNumber. Wewn¡trz
tej p¦tli na pocz¡tku zbierane i zapisywane s¡ statystyki, a nast¦pnie wykonywanych jest ok.
femSpeed (Q) iteracji 3-cz¡steczkowego automatu komórkowego, a» do osi¡gni¦cia synchroni-
zacji tych dwóch metod (wykonywanych jest dokªadnieQ iteracji, gdy jest to liczba caªkowita).
Do wizualizacji danych mamy do wyboru funkcje writeBNC i writeMass, lecz zwracana przez
nie warto±¢ dotycz¡ca warunku stopu dla automatu komórkowego jest ignorowana.

W przypadku posiadania danych z symulacji numerycznych dla modeli innych ni» 3-
cz¡steczkowy, mo»na skopiowa¢ odpowiednie reakcje z kodu symulacji automatów komórko-
wych i zadba¢ o wyzerowanie danych dla biaªych cz¡steczek (b¡d¹ kompletnego ich usuni¦cia
z wykresów).

6.6. Generator liczb pseudolosowych i determinizacja wyników

We wszystkich programach u»ywamy generatora liczb pseudolosowych. Jego zasada dziaªania
jest nast¦puj¡ca: inicjowany jest pewn¡ warto±ci¡ zwan¡ ziarnem, a nast¦pnie przy ka»dym
wywoªaniu funkcji rand b¡d¹ podobnej zwracaj¡cej pseudolosow¡ liczb¦ zmienia si¦ stan ge-
neratora liczb pseudolosowych na nowy, zale»ny wyª¡cznie od ziarna i historii wywoªa« funkcji
pseudolosowych. Zatem inicjuj¡c ziarno na ustalon¡ liczb¦ caªkowit¡ otrzymamy zawsze takie
same wyniki przy kolejnych uruchomieniach programu. Chc¡c uzyska¢ wi¦kszy stopie« loso-
wo±ci, zwykle inicjalizujemy ziarno na pewn¡ funkcj¦ zale»n¡ od czasu systemowego. Cz¦sto
jednak nie zale»y nam na ró»nych wynikach, lecz na nieregularno±ci danych. Przy tego typu
badaniach warto ustawi¢ ziarno na staª¡.

Uwaga 4. Implementacja generatora liczb pseudolosowych mo»e zale»e¢ od dost¦pnych bi-
bliotek i architektury komputera, zatem dla ustalonego ziarna wyniki na ró»nych komputerach
mog¡ by¢ ró»ne.

6.7. Tworzenie animacji z pojedynczych klatek

Animacje byªy wykonywane z pojedynczych klatek z plików eps w przypadku symulacji nume-
rycznych i ppm w przypadku automatów komórkowych. Ponadto, plik eps z rysunkiem siatki
byª konwertowany na plik png. Kod funkcji bashowych konwertuj¡cych pomi¦dzy formata-
mi znajduje si¦ w plikach encoding.sh. Zawieraj¡ one funkcje ppm2gif, ppm2mp4, eps2gif,
eps2mp4, gif2mp4 i eps2png i przyjmuj¡ 1 argument: albo pre�ks plików do zamiany na
animacj¦, albo ±cie»k¦ pliku ¹ródªowego w przypadku gif2mp4 i eps2png.

Do konwersji obrazków u»ywany jest zestaw programów ImageMagick (konkretnie progra-
my convert i mogrify). ppm (wersja P3) jest prostym formatem tekstowym do zapisu kolorów
poszczególnych pikseli wykorzystywanym do wizualizacji automatów komórkowych. eps jest
formatem gra�ki wektorowej produkowanej przez wizualizacj¦ w FreeFem++. W celu zamiany
na animacj¦ mp4 oba te formaty s¡ najpierw konwertowane na format jpeg obsªugiwany przez

69



program ffmpeg. Nast¦pnie, program ten przetwarza podany ci¡g obrazków na animacj¦ z 10
klatkami wej±ciowymi na sekund¦ za pomoc¡ komendy

ffmpeg -y -r 10 -i folder/prefiks%d.jpg -c:v libx264 -preset veryslow

-crf 30 animacja.mp4

Animacja jest tworzona u»ywaj¡c kodeka H.264, który bardzo dobrze zachowuje jako±¢ �lmów
przy du»ej kompresji w stosunku do innych kodeków (np. MPEG-2). Pocz¡tkowo animacje byªy
tworzone w postaci plików gif, ale animacje posiadaj¡ce okoªo tysi¡c klatek miaªy rozmiar
równy 100-250MB w przypadku automatów komórkowych i 100-150MB w przypadku symu-
lacji numerycznych. Oprócz du»ego rozmiaru plików, problem zwi¡zany z animacjami gif to
inne przeznaczenie ni» ogl¡danie �lmów - popularne programy nie potra�ªy np. przewija¢ �lmu
do odpowiedniego momentu albo nie dziaªaªy poprawnie przez zbyt du»y rozmiar plików.

Zmiany pomi¦dzy kolejnymi klatkami byªy stosunkowo maªe oraz nie byªa potrzeba du-
»a jako±¢, wi¦c format gif zostaª zast¡piony �lmami kodowanymi H.264. Zwró¢my uwag¦ na
parametry w powy»szej komendzie. S¡ to kolejno -y powoduj¡cy ignorowanie zapyta« potwier-
dzaj¡cych akcje skierowanych do u»ytkownika. Drugim jest -r 10 ustawiaj¡cym ilo±¢ wej±cio-
wych klatek na sekund¦ na 10. Nast¦pnym jest -i folder/prefiks%d.jpg, który powoduje,
»e wej±ciowymi obrazkami b¦d¡ pliki o ±cie»ce folder/prefiks0.jpg, folder/prefiks1.jpg
itd. Kolejnym argumentem jest -c:v libx264 oznaczaj¡cym, »e kodekiem wideo jest H.264.
Parametr -preset veryslow ustawia ilo±¢ mocy obliczeniowej po±wi¦conej na zwi¦kszenie
stosunku jako±ci do czasu kodowania na najwi¦kszy (poza placebo, który znacznie wydªu»a
czas kodowania praktycznie nie daj¡c efektów). Kolejny parametr, -crf 30, ustawia jako±¢
(skorelowan¡ z obj¦to±ci¡ pliku) na 30. Jako±¢ 0 oznacza bezstratn¡, a 51 najgorsz¡. Wpraw-
dzie do �lmów zalecana jest jako±¢ 18-28, ale w naszym przypadku taka jako±¢ nie wnosi
zbyt du»o. Eksperymenty wykazaªy, »e obrazy z symulacji numerycznych (zawieraj¡ce tekst)
s¡ dobrze widoczne przy jako±ci ok. 28-30, a automaty komórkowe ju» przy jako±ci ok. 42,
dzi¦ki wyra¹nemu oddzielaniu si¦ obszarów dominacji cz¡steczek. Jednak w animacjach, w
których to nie wyst¦puje (model 2-cz¡steczkowy) albo istotne s¡ pojedyncze piksele (rozkªad
masy) u»ywamy jako±ci ok. 30 i dodatkowej opcji -tune grain wstawianej po -crf 30, która
powoduje lepsz¡ widoczno±¢ na bardzo ziarnistych �lmach. Zabiegi te powoduj¡ to wzrost
obj¦to±ci pliku. Ostatecznie �lmy dla automatów komórkowych zacz¦ªy mie¢ rozmiar do ok.
80-120MB (a w wypadku niektórych �lmów np. z du»ym ci±nieniem, rozkªadem masy do kil-
ku MB). W przypadku symulacji numerycznych oszcz¦dno±¢ miejsca byªa znacznie wi¦ksza -
�lmy posiadaªy rozmiar 2.5-5MB.

6.8. Zawarto±¢ doª¡czonej pªyty DVD

Najwa»niejsz¡ i najobszerniejsz¡ cz¦±¢ doª¡czonej do pracy pªyty DVD zajmuj¡ wyniki symu-
lacji (przez * oznaczamy dowolny ci¡g znaków w nazwie pliku):

1. automaton/2.5particles-p*-* - automat komórkowy 2,5-cz¡steczkowy z losowymi da-
nymi pocz¡tkowymi. Obserwujemy dla du»ych czasów raz pas i dwa razy zanikaj¡ce
obszary jednospójne;

2. automaton/2.5particles-wall225-p1-* - automat komórkowy 2,5-cz¡steczkowy z da-
nymi pocz¡tkowymi w postaci pasa odchylonego od pionu 22.5◦ przeciwnie do ruchu
wskazówek zegara. Obserwujemy tutaj w dwóch symulacjach przerwanie pasa w pew-
nym momencie i jego kurczenie si¦ do zera;
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3. automaton/2particles-p*-* - automat komórkowy 2-cz¡steczkowy z losowymi danymi
pocz¡tkowymi. Nie obserwujemy powstawania »adnych struktur;

4. automaton/3particles-ball-in-void-p*-* - automat komórkowy 3-cz¡steczkowy z
losowymi danymi pocz¡tkowymi w ksztaªcie kuli w pró»ni. Obserwujemy rozpraszanie
si¦ kuli, potok ±redniokrzywiznowy i ró»nice grubo±ci frontów;

5. automaton/3particles-ball-p*-* - automat komórkowy 3-cz¡steczkowy z danymi po-
cz¡tkowymi w ksztaªcie kuli C w morzu N. Obserwujemy zmniejszanie si¦ promienia kuli
i jej zanik;

6. automaton/3particles-massball-p1-* - rozkªad masy automatu 3-cz¡steczkowego z
danymi pocz¡tkowymi w ksztaªcie kuli. Obserwujemy rozpraszanie si¦ kuli;

7. automaton/3particles-ball-p*-* - rozkªad masy automatu 3-cz¡steczkowego z loso-
wymi danymi pocz¡tkowymi. Obserwujemy dyfuzj¦;

8. automaton/3particles-p*-* - automat komórkowy 3-cz¡steczkowy z losowymi danymi
pocz¡tkowymi. Obserwujemy dla du»ych czasów sze±¢ razy pas i raz zanikaj¡cy obszar
jednospójny;

9. automaton/3particles-wall225-p*-* - automat komórkowy 2,5-cz¡steczkowy z dany-
mi pocz¡tkowymi w postaci pasa odchylonego od pionu 22.5◦ przeciwnie do wskazówek
zegara z ró»nymi grubo±ciami. Obserwujemy stabilizacj¦ pasa w dla dªugich czasów;

10. automaton/3particles-sameInit-p1-* - automaty komórkowe 3-cz¡steczkowe z loso-
wymi, ale identycznymi danymi pocz¡tkowymi. Obserwujemy bardzo ró»ne kierunki
ewolucji - jeden prowadz¡cy do pasa, a drugi do zanikania obszaru jednospójnego;

11. automaton/diff1PerCell/3particles-p*-* - automat komórkowy 3-cz¡steczkowy z
losowymi danymi pocz¡tkowymi i zmody�kowan¡ wedªug 4.4.3 dyfuzj¡. Dla dªugich
czasów obserwujemy powstawanie pasów, zanikanie obszarów jednospójnych i dwa razy
maª¡ cz¦±¢ powolnej ewolucji. Obserwujemy równie» potok ±redniokrzywiznowy;

12. automaton/diff1PerCell/3particles-mass-p*-* - rozkªad masy automatu komórko-
wego 3-cz¡steczkowego z losowymi danymi pocz¡tkowymi i zmody�kowan¡ wedªug 4.4.3
dyfuzj¡. Obserwujemy bardzo maª¡ efektywno±¢ dyfuzji, szczególnie dla wi¦kszego ci-
±nienia;

13. numeric/ball-k200-* - symulacja numeryczna z danymi pocz¡tkowymi w postaci kuli
C w morzu N o powierzchni wiekszej ni» poªowa powierzchni przestrzeni, na torusie,
k = 200;

14. numeric/global_accuracy_newton/output-t*-s*-* - symulacja numeryczna porów-
nuj¡ca wyniki bazowe z krokiem czasowym t razy mniejszym i przestrzeni¡ s razy
mniejsz¡, z losowymi danymi pocz¡tkowymi, na hantli. Opis wyników w 5.5.8.2;

15. numeric/global_accuracy_predictor-corrector/output-t*-s*-* - symulacja nume-
ryczna porównuj¡ca wyniki bazowe z krokiem czasowym t razy mniejszym i przestrzeni¡
s razy mniejsz¡, z losowymi danymi pocz¡tkowymi, na hantli. Opis wyników w 5.5.8.2;

16. numeric/newton_test/v2-based_* - test zbie»no±ci metody Newtona, gdzie dla 2k-
tych iteracji (k ∈ N) byªo wykonywanych 1000 iteracji metody Newtona, na hantli.
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Odpowiada to wykresom time iter XXXXX. Zaobserwowano szybk¡ zbie»no±¢ i brak
anomalii;

17. numeric/old_predictor-corrector/P*-* - starsze symulacje dla metody predictor-
corrector z losowymi danymi pocz¡tkowymi, na hantli. Wykonywane dla przestrzeni
funkcji kawaªkami wielomianowych pierwszego (P1) i drugiego (P2) stopnia i ró»nej ilo±ci
iteracji metody Newtona;

18. numeric/predictor-corrector_test/v2-based_* - test zbie»no±ci metody predictor-
corrector, gdzie dla 2k-tych iteracji (k ∈ N) byªo wykonywanych 1000 iteracji metody
predictor-corrector, na hantli. Odpowiada to wykresom time iter XXXXX. Zaobserwo-
wano troch¦ wolniejsz¡ zbie»no±¢ ni» w przypadku metody Newtona i brak anomalii;

19. numeric/square-k*-* - symulacje numeryczne z losowymi danymi pocz¡tkowymi i po-
dan¡ staª¡ k, na torusie. Zawsze dominowaªy cz¡steczki jednego typu (we wszystkich
pi¦ciu przypadkach dominowaªa N, lecz dwie pary wyników s¡ ze sob¡ powi¡zane danymi
pocz¡tkowymi);

20. numeric/v*_newton_long - symulacje numeryczne dla wersji 1 i 3 skryptu z metod¡
Newtona, z losowymi danymi pocz¡tkowymi, na hantli. Obserwujemy podziaª hantli na
dwie poªówki z ró»nymi dominacjami oraz front po±rodku;

21. numeric/v*_newton_no_front_long - symulacje numeryczne dla wersji 1 i 3 skryptu,
z losowymi danymi pocz¡tkowymi, na hantli. Obserwujemy dominacj¦ cz¡steczki czer-
wonej po pewnym czasie;

22. numeric/v*_predictor-corrector_long - symulacje numeryczne dla wersji 3 skryptu z
metod¡ predictor-corrector, z losowymi danymi pocz¡tkowymi, na hantli. Obserwujemy
podziaª hantli na dwie poªówki z ró»nymi dominacjami oraz front po±rodku;

23. numeric/wall45-* - symulacja numeryczna z danymi pocz¡tkowymi w postaci pasów
N i C pod k¡tem 45◦ i identycznej grubo±ci, na torusie, k = 200. Obserwujemy utrzy-
mywanie si¦ tego stanu;

24. numeric/wall-* - symulacja numeryczna z danymi pocz¡tkowymi w postaci cie«kiego
pionowego pasa N w morzu C, na torusie, k = 200. Obserwujemy szybki zanik pasa i
dominacj¦ C;

25. comparison/cmp-ball-* - symulacje porównawcze symulacji numerycznych z auto-
matem komórkowym z danymi pocz¡tkowymi w postaci zanikaj¡cej kuli, wykorzy-
stane do eksperymentów z potokiem ±redniokrzywiznowym w sekcji 5.5.3 oraz nor-
m¡ opisanych w sekcji 5.5.4. Kolejne liczby oznaczaj¡ argumenty liczbowe skryptu
make_comparison.sh wymienione w 6.2. Dane do symulacji zostaªy pobrane z symulacji
numeric/ball-k200-12536;

26. comparison/cmp-rand-* - symulacje porównawcze symulacji numerycznych z automa-
tem komórkowym z losowymi danymi pocz¡tkowymi, wykorzystane do eksperymentów
z norm¡ opisanych w sekcji 5.5.4. Kolejne liczby oznaczaj¡ argumenty liczbowe skryptu
make_comparison.sh wymienione w 6.2. Dane do symulacji zostaªy pobrane z symulacji
numeric/square-k200-2286;

27. comparison/cmp-wall*-* - symulacje porównawcze symulacji numerycznych z auto-
matem komórkowym z danymi pocz¡tkowymi w postaci pasa pionowego i obróconego o
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45◦, wykorzystane do eksperymentów z ró»nic¡ pomi¦dzy symulacjami numerycznymi i
automatami komórkowymi, opisanych w sekcji 5.5.5. Kolejne liczby oznaczaj¡ argumen-
ty liczbowe skryptu make_comparison.sh wymienione w 6.2. Dane do symulacji zostaªy
pobrane z symulacji numeric/wall-8908 i numeric/wall45-19020.

Przez losowe dane pocz¡tkowe rozumiemy rozkªad p cz¡steczek na komórk¦ z ka»d¡ cz¡steczk¡
losowo typu N albo C. Warto±¢ p jest podana w nazwie folderu. We wszystkich przykªadach
mo»na zaobserwowa¢ potok ±redniokrzywiznowy dla cz¡steczek N i C. Je»eli nie podano inaczej
dla symulacji numerycznych to k = 1. Macierz dyfuzji jest zawsze diagonalna o równych
wspóªczynnikach. W skryptach metoda predictor-corrector jest nazywana równie» �simple�
(prosta). W niektórych starszych skryptach symulacji numerycznych ilo±¢ pomijanych ramek
w czasie mo»e mie¢ inn¡ charakterystyk¦ ni» opisana w sekcji 5.2.1.7.

Poza wynikami symulacji na pªycie znajduj¡ si¦:

28. automaton/automaton.cpp, automaton/encoding.sh, automaton/make_animation.sh,
automaton/Makefile - najnowsze wersje skryptów i programów do symulacji automa-
tów komórkowych;

29. numeric/encoding.sh, numeric/make_animation.sh, react-diff.edp,
numeric/react-diff.plt - najnowsze wersje skryptów do symulacji numerycznych;

30. comparison/comparison.plt, comparison/encoding.sh,
comparison/fem2cellComparison.cpp, comparison/make_comparison.sh,
comparison/Makefile - najnowsze wersje skryptów i programów do symulacji porów-
nawczych;

31. numeric/old_edp - starsze wersje skryptów do symulacji numerycznych w programie
FreeFem++;

32. react-diff.pdf - niniejsza praca.
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Rozdziaª 7

Podsumowanie

W tej pracy zbadali±my dwa ró»ne sposoby symulacji modelu reakcji-dyfuzji. Zostaªy wykona-
ne eksperymenty pokazuj¡ce zarówno podobie«stwa jak i ró»nice tych metod. W obu przypad-
kach mogli±my zaobserwowa¢ potok ±redniokrzywiznowy oraz podobne ewolucje ukªadu dla
danych posiadaj¡cych niezerow¡ krzywizn¦. Charakterystyczn¡ cech¡ w obu przypadkach byªa
tendencja do zanikania obszarów jednospójnych, na których dominowaªy cz¡steczki jednego
z kolorów (co jest zgodne z potokiem ±redniokrzywiznowym). Zostaª skonstruowany przypa-
dek odró»niaj¡cy obie metody w postaci pasa na torusie o powierzchni mniejszej ni» poªowa
przestrzeni. W przypadku symulacji numerycznych równa« ró»niczkowych cz¡stkowych zaob-
serwowali±my zanik pasa (w wyniku dziaªania dyfuzji), a w przypadku automatu komórkowego
zaobserwowali±my ustabilizowanie si¦ pasa podobnego do danych pocz¡tkowych. Mo»emy na
tym przypadku zaobserwowa¢ zasadnicz¡ ró»nic¦ pomi¦dzy tymi modelami - zasi¦g oddziaªy-
wania dyfuzji. Wyª¡cznie lokalne oddziaªywania w automacie komórkowym powodowaªy brak
przesuwania si¦ frontu reakcji, podczas gdy w przypadku równa« ró»niczkowych cz¡stkowych
front przesuwaª si¦ w kierunku substancji o mniejszej sumarycznej masie.

Przedstawili±my prób¦ sprowadzenia do wspólnej przestrzeni rozwi¡za« symulacji nume-
rycznych i automatów komórkowych i tam porównania ich za pomoc¡ norm. Takie podej±cie
dostarcza cennych, liczbowych informacji na temat podobie«stwa tych modeli i otwiera drog¦
do automatycznego doboru optymalnych parametrów. Jednak przedstawione podej±cie by-
ªo dalece niedoskonaªe (uzyskane normy ró»nic byªy stosunkowo du»e) i wymaga znacznych
ulepsze«.

W pracy przedstawili±my szereg wªasno±ci teoretycznych równa« ró»niczkowych cz¡st-
kowych reakcji-dyfuzji, które zostaªy pó¹niej potwierdzone w eksperymentach, jednocze±nie
dostarczaj¡c informacji o ich poprawno±ci i bª¦dzie numerycznym. W przypadku automatów
komórkowych pobie»nie zanalizowali±my kilka podstawowych wªasno±ci (tworzenie si¦ frontów,
zadanie ruiny dla dwóch graczy o sko«czonych kapitaªach pojawiaj¡ce si¦ dla szczególnych da-
nych pocz¡tkowych i inne), które równie» znalazªy swoje potwierdzenie w eksperymentach. W
przypadku symulacji numerycznych nie zaobserwowali±my »adnych artefaktów numerycznych,
podczas gdy w automatach komórkowych wida¢ byªo preferencj¦ tworzenia si¦ pionowych lub
poziomych pasów dla niejednospójnych danych. Zaobserwowali±my równie» du»¡ wra»liwo±¢
automatów komórkowych na maªo jednorodny rozkªad danych pocz¡tkowych, gdzie losowo±¢
reguª dziaªaj¡cych na mikroskopowym poziomie zaczynaªa odgrywa¢ rol¦ tworz¡c odmien-
ne ewolucje ukªadu. W przypadku symulacji numerycznych zaobserwowali±my wzrost bª¦dów
dla losowych danych o du»ych gradientach, ale jako±ciowe zachowanie ukªadu pozostaªo takie
samo.

Zarówno symulacje numeryczne i automaty komórkowe maj¡ swoje wady i zalety. W przy-
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padku symulacji numerycznych analiza teoretyczna byªa prostsza i byli±my w stanie przewi-
dzie¢ wiele wªasno±ci ukªadu. Przykªadem jest na przykªad zasada maksimum dla równania
sumarycznego zag¦szczenia cz¡steczek - prosta do eksperymentalnego sprawdzenia w przypad-
ku symulacji numerycznych, a trudna przy automatach komórkowych (ju» na etapie zbierania
danych). Technicznie do wykonania du»o bardziej byªy skomplikowane symulacje numeryczne
od automatów komórkowych. Czas oblicze« w obu przypadkach, by osi¡gn¡¢ podobne rezulta-
ty byª podobny. Ilo±¢ opcji skalowania czasu oblicze« byªa jednak du»o wi¦ksz¡ w przypadku
symulacji numerycznych (dobór kroku czasowego, rozmiaru siatki, bª¦dów numerycznych, ilo-
±ci wewn¦trznych iteracji, caªkowitego czasu) ni» w przypadku automatu komórkowego (gdzie
gªównymi czynnikami wpªywaj¡cym na dªugo±¢ oblicze« byªy jego rozmiar i caªkowity czas
symulacji (ilo±¢ iteracji)). W przypadku automatu komórkowego mieli±my za to wi¦ksz¡ swo-
bod¦ w mody�kowaniu wªasno±ci modelu przy zachowaniu podobnych wªa±ciwo±ci - mo»na
ªatwo stworzy¢ i sprawdzi¢ wiele modelów symuluj¡cych dyfuzj¦ czy reakcj¦ (przykªady znaj-
duj¡ si¦ w sekcji 4.4), podczas gdy w równaniach ró»niczkowych mo»emy tylko operowa¢ na
wspóªczynnikach. Z drugiej strony w przypadku symulacji numerycznych mieli±my du»o lepsze
numeryczne odwzorowanie teoretycznego modelu matematycznego.

Przedstawili±my du»¡ ilo±¢ maªych eksperymentów wykonywanych jednow¡tkowo w kilka-
kilkana±cie godzin na procesorze o cz¦stotliwo±ci 2.9GHz na rdze«. Ze wzgl¦du na charakter
oblicze«, mo»liwe jest masywne ich zrównoleglenie w ka»dym z przypadków na potrzeby wi¦k-
szych eksperymentów. W u»ywanym programie do oblicze« numerycznych FreeFem++ jest
mo»liwo±¢ zastosowania pakietów wykorzystuj¡cych bibliotek¦ MPI do pracy na klastrach
komputerowych. W przypadku automatów komórkowych, dzi¦ki lokalno±ci oddziaªywa«, nie-
trudne byªoby przepisanie kodu na taki, w którym przestrze« dzielona jest na wiele równolegle
obliczanych fragmentów. Mo»na efektywnie zaimplementowa¢ te symulacje wykonuj¡c te ob-
liczeniach na kartach gra�cznych (w technologii OpenCL b¡d¹ CUDA) lub te» wykorzystuj¡c
bibliotek¦ MPI i klastry komputerowe.

Pozostawili±my wiele niedoko«czonych problemów zarówno teoretycznych, jak i ekspe-
rymentalnych w tej pracy. Wi¦kszo±¢ zbadanych teoretycznie wªasno±ci dotyczyªa modelu
3-cz¡steczkowego oraz przypadku, w którym macierz dyfuzji to D = dI, d > 0. Nie wyka-
zali±my mi¦dzy innymi istnienia zbioru niezmienniczego dla pozostaªych macierzy dyfuzji (a
w zwi¡zku z tym równie» oszacowa« na asymptotyczne zachowanie si¦ ukªadu). Za gªówn¡
metod¦ dyskretyzacji czasu wybrali±my zamkni¦ty schemat Eulera implementowany za pomo-
c¡ metody Newtona. Wi¦cej uwagi wymagaªoby zbadanie metody predictor-corrector, która
mogªaby dawa¢ lepsze wyniki. Maªym kosztem mógªby równie» znale¹¢ zastosowanie schemat
Cranka-Nicolson. Z kolei w przypadku dyskretyzacji przestrzeni u»yli±my przestrzeni funkcji
kawaªkami wielomianowych drugiego stopnia. Uzasadnieniem jest wi¦kszy rz¡d aproksymacji
oraz naturalna wªa±ciwo±¢ wygªadzania danych w czasie, ale by¢ mo»e inna przestrze« da-
ªaby równie dobre rezultaty mniejszym kosztem. Nie zostaªo równie» zbadane symulacjami
numerycznymi zachowanie ukªadu przy ró»nych wspóªczynnikach dyfuzji (czy te» dla bar-
dziej dowolnej dodatnio okre±lonej macierzy dyfuzji). Nie zostaªy wykonane równie» symu-
lacje numeryczne dla modelu 2,5-cz¡steczkowego. Dalszy rozwój mógªby równie» obejmowa¢
symulacje w trójwymiarowej przestrzeni, przy czym ju» prawdopodobnie byªoby potrzebne
zrównoleglenie programów w sposób opisany w poprzednim akapicie.

Zaobserwowali±my ju» na przykªadzie zmody�kowanej dyfuzji, »e ogólne wªasno±ci ukªadu
(na przykªad potok ±redniokrzywiznowy) pozostaj¡ podobne przy zmianach modelu automatu
komórkowego. Zmiany te s¡ w tym przypadku równie» proste do wykonania. Prawdopodobnie
do osi¡gni¦cia bli»szych wyników symulacji numerycznych i automatów komórkowych po-
trzebna jest mody�kacja fazy reakcji w automatach komórkowych, w której wzrost g¦sto±ci
substancji powoduje wzrost szybko±ci reakcji, a nie jej spadek. Poza tym, przydatne byªoby
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dodanie kontroli nad szybko±ci¡ reakcji. W obecnym modelu przy niskim zag¦szczeniu cz¡-
steczek szybko±¢ reakcji jest bardzo du»a wzgl¦dem szybko±ci dyfuzji - po przebyciu jednej
jednostki odlegªo±ci cz¡steczka ma du»¡ szans¦ na wej±cie w reakcj¦. Ponadto, ze wzgl¦du na
wi¦ksze znaczenie dyfuzji i grubszy, bardziej pªynny front w automatach 2,5-cz¡steczkowych,
model ten mógªby lepiej nadawa¢ si¦ si¦ do osi¡gni¦cia bli»szych rozwi¡za« symulacji nume-
rycznych i automatów komórkowych od modelu 3-cz¡steczkowego. Istnieje zatem wiele ±cie»ek
rozwoju dla dalszego porównania tych dwóch typów symulacji.
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