Rachunek prawdopodobienstwa - Teoria - Przypomnienie

Podstawy
Definicja 1. Schemat klasyczny - wszystkie zdarzenia elementarne sq¢ rowno prawdopodobne,
liczgc prawdopodobienstwo liczymy stosunek liczby zdarzen sprzyjajecych do wszystkich zdarzen.

P(ANB)
P(B) -

Niech A, B zdarzenia losowe. Prawdopodobiefistwo warunkowe: P(A|B) =
A1 B sa niezalezne, gdy P(AN B) = P(A)P(B).

Fakt 1 (Wzér na prawdopodobienstwo catkowite). Niech A, By, ..., B, zdarzenia losowe, zdarzenia
B; dlai=1,...,n tworzqg podzial 2, czyli zawsze zachodzi doktadnie jedno z nich. Woéwczas:

P(4) = Y P(A|B,)P(B,).

=1

Fakt 2 (Wzér Bayesa). Niech A, By,..., B, zdarzenia losowe, zdarzenia B; dla i = 1,...,n
tworzg podziat (), czyli zawsze zachodzi dokladnie jedno z nich. Wowczas:

L P(A[B)P(B;)

Dowdd. Po prostu rozpisujemy, najpierw z definicji prawdopodobienstwa warunkowego, potem
korzystamy ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite.
P(B, N A P(A|By)P(B
(4) S5 P(A|B:)P(B;)
i=1

Rozklady dyskretne

Aby zdefiniowa¢ rozktad zmiennej losowej X o warto$ciach w liczbach naturalnych nalezy i
wystarczy odpowiedzie¢ na pytanie ile wynosi P(X = k) dla k € N.
Przez X ~ Y bedziemy caly czas oznaczaé (i zawsze sie tak oznacza), ze X i Y maja doktadnie
ten sam rozktad, czyli tego samego typu i z takimi samymi parametrami.

Wazne rozktady (dyskretne, czyli o skoficzonym zbiorze wartosci):

Nastepujacy schemat nazwiemy schematem Bernoulliego. Wykonujemy n niezaleznych prob,
kazda odnosi sukces w prawdopodobienstwem p. To si¢ czesto dzieje w zyciu, wiec z tym sche-
matem zwiagzanych jest wiele uzytecznych rozktadow.

Rozklad dwumianowy (patrzymy jakie jest prawdopodobienstwo uzyskania doktadnie k
sukcesow w schemacie Bern.), oznaczamy X ~ Bin(n,p).

Wowezas P(X = k) = (Z)pk“ — )k,

Rozklad geometryczny (patrzymy jaki jest czas oczekiwania na pierwszy sukces), oznaczamy
powiedzmy X ~ G(p).



Woéwezas P(X = k) =p(1 —p)*~tdlak> 1.

Rozklad Poissona (jest to graniczny przypadek rozkladu dwumianowego, o czym méwi
twierdzenie Poissona - pézniej), oznaczamy X ~ Poiss(\).

Wowcezas P(X = k) = 2e.

Twierdzenie 1 (Twierdzenie Poissona). Niech X,, ~ Bin(n,p,), Y ~ Poiss(\) orazlim, ... np, =
A. Wowczas

Vrer lim P(X, = k) = P(Y = k).

Dowdd. Niech A\, = np,. Wowczas A, — A\. Wowczas dla dowolnego k£ € N zachodzi
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Momenty

Definicja 2. Niech X zmienna losowa o wartosciach w liczbach naturalnych. Wowczas defini-
ujemy:

wartosé oczekiwana to EX = ioj kP(X = k)
k=1
wariancja to VarX = E((X — EX)?)

odchylenie standardowe to o(X) = vVar X
k-ty moment to EX*

Wartosé oczekiwana to srednia, odchylenie standardowe to $rednie odchylenie od tej $red-
niej. Wariancja to kwadrat tego odchylenia.

Wtasnosci:
E(X+Y)=EX +EY

Var tX = E(tX)? — (EtX)? = *EX? — t*(EX)? = *VarX

Dla X, Y niezaleznych
E(XY)=EX - -EY

Var(X +Y)=VarX + VarY



Inne wyrazenie E (dla zmiennych o wartosciach w N)
EX =S P(X > k)
k=1

Mozna tatwo pokazaé jego réwnowaznosé definicji liczac ile razy w kazdej z sum pojawit sie
sktadnik P(X = k) dla okreslonego k.

Latwiejszy wzor na wariancje
E(X —EX)?) = E(X? - 2XEX + (EX)?) = E(X?) — (EX)?
Funkcja tworzgca prawdopodobienstwa to dobre narzedzie, utatwia zrobienie wielu zadan.

Definicja 3. Funkcjq tworzgcq prawdopodobienstwa zmiennej losowej X nazwiemy funkcje f -
R — R okreslong nastepujgco:

Ix(t) = Et*.
Rozwijajac definicje dostajemy

fx(t) =Et¥ = ZIP

Funkcja tworzaca ma wiele dobrych wtasnosci, najwazniejsze to

e znajac funkcje tworzacg zmiennej losowej X mozemy odtworzy¢ jej rozktad, stosuje sie to
czesto moéwiae, ze skoro fy = fy,to X ~Y

e 7 funkcji tworzacej fy tatwo odzyskujemy EX oraz VarX, mianowicie EX = f%(1),

VarX = fx(1) + fx(1) — fﬁ((l)Q

e jesli zmienne losowe X i Y sa niezalezne, to fx.y = fx - fy, z ten sposéb mozna tatwo
uzyskiwaé¢ wlasnosci sumy zmiennych losowych

Uzasadnienie:
Z definicji mamy
fx(t) =D t"P(X = k).
k=0

Po jednokrotnym zrézniczkowaniu stronami otrzymujemy (nalezatoby formalnie uzasadni¢ dlaczego
mozemy rézniczkowaé szereg wyraz po wyrazie, ale to na razie odpusémy)

YO = kP =k) = ktF'P(X = k)
= k=1
Analogicznie po n krotnym zrézniczkowaniu mamy
V) =3 kT P(X = k) = Y RMP(X = k),
k=0 k=n

gdzie przez k™ oznaczamy k(k —1)...(k—n+1).



Aby odtworzy¢ rozktad X z fx wystarczy zauwazy¢, ze

£0) = i E2OF"P(X = k) =n2-P(X =n) =n!-P(X =n),
k=n

gdyz wszystkie wyrazy poza k = n wynosza 0, czyli mamy wzor P(X =n) = =X~

Mamy réwniez
1) =Y kI"'P(X =k) =
k=1

oraz

= i k(k — 1)1F2P(X = k),

czyli

o0

K+ F(1) = 2B = K)(k(k = 1)+ ) = ZP - B
Zatem Var X = f%(1 )+f§<(1) — fx(1)%

Wiasnoéé zmiennych niezaleznych wynika z tego, ze fy,y(t) = EtXTY = EtXt¥ = Et¥ -
= fx(t) - fy(t), gdzie trzecia réwnosé¢ wynika z niezaleznosci.

Jest jeszcze jedna przydatna wlasno$é funkceji tworzacej prawdopodobienstwa, o ktorej mowi

Twierdzenie 2. Jesli X, X1, Xo, ... niezalezne zmienne losowe o jednakowym rozkladzie (X
wprowadzam tylko po to, zZeby mial ten sam rozklad, co X; i napisy wygledaly ladnie), N

N
zmienna losowa niezalezna od wszystkich pozostatych oraz S = Y X, to fs = fno fx.
i=1

Rozklady ciagte

Rozktady ciagte na tym przedmiocie traktowane sa bardzo, bardzo skrétowo. Rozktady ciagle
okreslamy podajac nie prawdopodobienistwo przyjecia konkretnej wartosci (gdyz prawdopodobieristwo
przyjecia konkretnej wartosci wynosi zawsze 0 w przypadku tych rozktadéw), lecz gestosé

b
rozkladu w danym miejscu. Przyjmujemy potem, ze P(a < X < b) = [ gx(x)dz. Najwazniejsze
a

rozktady ciggte to:

Rozklad jednostajny (losujemy liczbe z odcinka [a,b] z taka sama gestoscia na catym od-
cinku), oznaczamy X ~ U([a,b]).
Wowczas gx(x) = ﬁ]l[a,b], gdzie przez 1g oznaczamy funkcje, ktora na zbiorze S przyjmuje
warto$¢ 1, a na reszcie 0.

Rozklad wyktadniczy (mozemy o nim mysle¢ jako o uciagleniu rozktadu geometrycznego,
czyli o czasie czekania na pewne wydarzenie, ktére ma prawd. zajscia zawsze takie samo), oz-
naczamy X ~ Exp(N).

Wowezas gx (z) = Ae™ Lz

Rozklad normalny (inaczej gaussowski, najwazniejszy rozktad wszechczasow :)). Wystepuje
czesto w przyrodzie i nie tylko, a to dlatego, ze mozna go traktowaé jako rozktad, ktory jest

4



uciggleniem sumy wielu podobnych niezaleznych zmiennych losowych. Sformalizowaniem tego
faktu jest Centralne Twierdzenie Graniczne. Oznaczamy go X ~ N(a,0?), gdzie a to wartoéé

oczekiwana X, a o2 to wariancja X.
(z—a)®
1 2
2
o 27r6 oo

Czesto stosowany jest tak zwany kanoniczny rozktad normalny, AV(0,1).

Wowezas gx () =

Wartosé oczekiwang rozktadu ciagglego definiuje sie nastepujaco

EX = / gx(z) x dx.

Nier6wnosci probabilistyczne

Nieré6wnos¢ Markowa
Niech X nieujemna zmienna losowa, ¢t > 0, wowczas

EX
P(X > 1) < =
Dowéd: Gdyby P(X > t) > 25 to
EX
EX > EXIL{X;t} = Eﬂl{x>t} = ﬂE]l{X>t} = t]P(X > Zf) > tT = EX,

sprzecznosé.

Nieré6wnos¢ Czebyszewa

Var X

2

Dowod: P(|X — EX| > t) = P(|X — EX[?> > 2) < ZXEXE _ Var X oqyie nierownosé
wynika z nieréwnogci Markowa dla zmiennej Y = | X — EX |2

P(|X —EX|>1) <

Nieré6wnosé Chernoffa
Zdefiniujmy funkcje tworzacg momenty My (s) = Ee*X. Wowczas

M
P(X > 1) < min 2x0)
s>0 est
oraz Iy
P(X < t) < min x(s)
s<0 est
Dowdd:

Niech s > 0, wowcezas P(X > t) = P(e* > e) < E:Tstx = Meﬁfs),gdzie pierwsza réwnos$é¢ wynika
z tego, ze funkcja x — e** jest rosngca, a jedyna nierdwnos¢ jest zastosowaniem nierownosci
Markowa. Taka nieréwnosé¢ zachodzi dla dowolnego s > 0, wiec jak prawa strone zminimalizu-
jemy po s > 0, to bedzie tez prawda. Podobnie druga nier6wnosc¢.

Poszczegdlne przypadki zastosowania nierownosci Chernoffa sprowadzaja sie zazwyczaj do
policzenia funkcji Mx(s) dla pewnej konkretnej zmiennej X i wstawienia. Na przyktad, gdy
X jest zmienng Bernoulliego (czyli przyjmuje 1 z pr. p, 0 wpp.), to Mx(s) = (1 — p) + pe®,
obliczamy minimum funkcji po prawej stronie i zapewne mozna otrzymac cos interesujacego.



Lancuchy Markowa

Teorie tancuchéw Markowa stosuje sie standardowo do sytuacji, w ktérych stan w chwili n
zalezy tylko i wylacznie od tego, jaki byt stan w chwili n — 1 oraz od regut przejscia. Mozna
patrzeé¢ na taka sytuacje jako na pewien uktad bez pamieci.

Zaktadamy wiec, ze w uktadzie jest dokladnie n stanéw. Prawdopodobienstwa przejscia
miedzy nimi nie zalezg od numeru chwili, wigc oznaczmy przez p;; prawdopodobienstwo przejscia
ze stanu nr ¢ do stanu numer j. Mozemy wéwczas cata sytuacje przedstawi¢ w postaci macierzy,
tak zwanej macierzy przejscia:

Pun ... Pin
P = : :
Pn1 -+ DPnn
Zauwazmy, ze jesli teraz przez s = (S1,Sa,...,S,) oznaczymy wektor prawdopodobienstw
przebywania w chwili £ w stanach 1,2,...,n, to wowczas wektor prawdopodobienstw przeby-

wania w chwili £+ 1 w odpowiednich stanach rowny jest s- P (warto przyjrzeé sie dlaczego tak
naprawde tak jest, co znajduje sie na poszczegélnych miejscach w wektorze s - P).

Wprowadzmy teraz terminologie do méwienia o L.M. Niech p;;(n) - prawdopodobiefistwo
dojscia ze stanu ¢ do stanu j w dokladnie n ruchach. Stan j jest osiagalny ze stanu i jesli
Jpenpij(n) > 0, oznaczamy i — j. Jesli ¢ — j oraz j — i, to méwimy, ze stany ¢ oraz j
komunikuja sie (i < j).

Jedli V; ji < 7, to méwimy, ze L.M. jest nieprzywiedlny, intuicja tego pojecia powinna by¢
taka, ze skoro wszystkie stany si¢ ze sobg komunikuja, to nie ma w tym t.M. dziwnych rzeczy,
a wszystkie stany, dlatego, ze sie komunikuja okazg sie by¢ w pewnym sensie podobne.

Niech p;; = %1 pij(n), czyli teraz p;; jest czym$ innym, niz to stare, bedace tak naprawde

pij(1). Jesli p;; = 1, to méwimy, ze stan ¢ jest powracajacy, w przeciwnym przypadku - chwilowy.
Jesli ¢ < j oraz ¢ powracajacy, to j powracajacy, analogicznie chwilowy. Zatem jesli .M. jest
nieprzywiedlny, to mozemy méwic, ze caly jest powracajacy, lub chwilowy.

Okres stanu j to o(j) = NWD{n : p;;j(n) > 0}. Jedli stan ma okres réwny k, to znaczy, ze
tylko co k ruchéw mozemy si¢ w nim pojawi¢. Okres rézny od 1 maja tylko patologiczne stany
w L.M.. Przyktadowo w .M., ktory jest cyklem o dhugosci m wszystkie stany beda miaty okres
m, a w L.M. takim, ze V; ;p;;(1) > 0 wszystkie stany beda miaty okres réwny 1.

Okazuje sie, ze w nieprzywiedlnym .M. wszystkie stany maja ten sam okres (to nie jest
trudne do wykazania). Jesli ten okres jest rowny 1, to méwimy, ze tancuch Markowa jest nieokre-
SOWY.

Stanem stacjonarnym w .M. nazwiemy taki rozklad prawdopodobiefistw (nazywany tu
stanem) na wierzchotkach, czyli s = (s1,89,...,8,), ze po ruchu rozklad prawdopodobienstw
bedzie taki sam. Zauwazmy, ze woOwczas s musi spetnia¢ sP = s.

Wigkszo$¢ tych definicji shuzyto do tego, zeby sformutowaé¢ bardzo wazne twierdzenie w
teorii tancuchéw Markowa, mianowicie twierdzenie ergodyczne. Intuicyjnie méwi ono, ze jesli
mamy taki nieudziwniony tancuch Markowa, czyli wszystko sie z wszystkim komunikuje i nie
ma dziwacznych okresow, to po pewnym czasie rozktad prawdopodobienstw na jego stanach sie
z grubsza ustabilizuje i to w dodatku bedzie blisko stanu stacjonarnego (jedynego). Formalnie

Twierdzenie 3 (ergodyczne). Jesli laricuch Markowa jest nieprzywiedlny i nieokresowy, to
istnieje doktadnie jeden stan stacjonarny s = (s1,...,Sk), czyli taki, ze sP = s oraz zachodzi

Vi im pij(n) = s;.



Oprocz tego teoria tancuchéw Markowa pozwala tatwo liczy¢ prawdopodobienstwa oraz
wartosci oczekiwane pewnych zdarzen, nie z samej definicji, lecz uzywajac innych metod -
rozwigzywania réwnan.

Przedstawimy te metody na przyktadzie. Przykitad ten nie jest tylko jednym, losowym
zadaniem, wiekszos¢ prostych zadan na t.M. robi sie wlasnie tymi metodami.

Zadanie Dwoch graczy rzuca symetryczng moneta. Zalozyli sie, pierwszy twierdzi, ze w
ciagu wynikéw najpierw pojawi sie ciag OOR (orzel, orzel, reszka), a drugi, ze najpierw po-
jawi sie cigg ORR. Jakie sa prawdopodobienstwa wygranej odpowiednich graczy oraz jaki jest
oczekiwany czas gry, jesli zaktadamy, ze gra skorniczy sie przy wygranej jednego z graczy?

Rozwigzanie Jak zwykle w zadaniach na .M. nie wida¢ .M. w tresci, jednak nie przejmu-
jmy sie tym, stworzymy go - jak zreszta zazwyczaj sie robi.

Zastanowmy si¢ jakie sg mozliwe rozréznialne sytuacje podczas gry. Istotne w grze jest to,
jak duzo na swodj rachunek kazdy z graczy juz uzbieral. Gracz pierwszy mogt zatem niczego
jeszcze nie uzbiera¢, mogl zebraé¢ jednego orta (O), mégt zebraé dwa orty (OO), badZz mogt
wygraé juz cala gre (OOR). Podobnie sytuacja drugiego gracza moze przestawiaé sie jako: (),
(O0), (OR) lub (ORR).

Zatem w naszym laficuchu warto rozréznié¢ 6 stanéw: , O, OO, OR, OOR oraz ORR, oz-
naczajg one co w danym momencie gry zostato juz uzbierane, na przyktad po ciggu RRORORORRO
jestesmy w stanie O.

Prawdopodobienstwa przejs¢ miedzy tymi stanami przedstawiaja sie nastepujaco:

P — O) :1% (po wyrzuceniu 0)

P(® — 0) = 5 (po wyrzuceniu R)

P( = 5 (po wyrzuceniu O)
P(O — OR) = 5 (po wyrzuceniu R)
P(OO — 00) = 3 (po wyrzuceniu O)
P(OO — OOR) = § (po wyrzuceniu R)
P( (po wyrzuceniu O)
P(OR — ORR) = % (po wyrzuceniu R)

Po trafieniu do OOR oraz O RR juz nigdy stamtad nie wyjdziemy, bo oznaczaja one wygrang
jednego z graczy.

Oznaczmy teraz dla dowolnego stanu v przez p, prawdopodobienstwo wygrania gracza ob-
stawiajacego ciag OOR pod warunkiem przebywania w stanie v. Jasne jest, ze poor = 1 oraz
porr = 0. Zauwazmy, ze patrzac na to, gdzie z danego stanu mozemy wyj$¢ mozemy napisac
rOwnania: poo = %pOOR + %poo = % + %poo (ze stanu OO pojdziemy z prawd. % do OO oraz z
prawd.  do OOR). Analogicznie
Por = %po + %pORR = %po
Po = %poo + %pOR
po = 3P0 + 3P0
Z réwnan tych mozemy obliczyé, ze poo = 1, por =
dopodobienstwo wygranej gracza pierwszego wynosi py =

po = %, pp = =. Zatem praw-

drugiego 1 — % =

oI

1
3
2
3

Obliczmy teraz oczekiwang dlugos¢ gry. Oznaczmy przez E, oczekiwang dtugo$é¢ gry ze
stanu v. Wiemy, ze Eoor = Eorr = 0. Mozemy, podobnie jak dla prawdopodobienstwa napisa¢
réwnania (mozna traktowaé ja jako réwnania rekurencyjne):

IE’OO = %(1 + ]EOOR) + %(1 + EOO)



Eor = +(1+Eogr) + 5(1 +Eo)
Eo = (1 +Eoo) + (1 + Eor)

Ey=1(1+Eo)+i(1+E)

Rozwiazujac te rownania otrzymujemy Epp = 2, Eor = %, Ep = %, Ey = ?. Zatem oczekiwana
dhugo$¢ trwania gry to Ey = 53.



